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Симметрия и аналитика при описании

множества достижимости машины Дубинса
∗

В. С. Пацко, А. А. Федотов

ИММ УрО РАН, Екатеринбург, Россия
patsko@imm.uran.ru

Под математической “машиной Дубинса” понимаем управляемый объект, дви-
жение которого описывается системой дифференциальных уравнений

ẋ = cosϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u;

u ∈ [u1, u2], u1 = const < 0, u2 = const > 0.
(1)

Здесь x, y — координаты геометрического положения на двумерной плоскости;
u — скалярное управление. Угол ϕ отсчитывается от положительного направле-
ния оси x против часовой стрелки. Полагаем ϕ ∈ (−∞,∞). Начальное условие:
t0 = 0, x(t0) = y(t0) = ϕ(t0) = 0.

В случае u1 = −1, u2 = +1 систему (1) назовем канонической.
Под допустимыми программными управлениями понимаем измеримые функ-

ции времени t → u(t), удовлетворяющие оговоренному геометрическому ограни-
чению.

Множеством достижимости G(tf) в момент tf > 0 назовем совокупность всех
фазовых состояний (x(tf), y(tf), ϕ(tf))

T системы (1), получаемых в момент tf при
помощи допустимых программных управлений из нулевого начального фазового
состояния. Через Gϕ(tf) обозначим двумерное ϕ-сечение множества G(tf).

∗Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре.
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Проводя численные исследования ϕ-сечений множества достижимости G(tf)
при различных значениях u1 и u2, авторы обнаружили, что они имеют одинако-
вую структуру с ϕ-сечениями множества достижимости канонической системы.
Однако для каждого ϕ и tf исходной системы следует подбирать ϕ-сечение кано-
нической системы при том же ϕ, но при другом моменте окончания t∗f . А именно,
справедлива следующая формула:

Gϕ(tf) =
u1 − u2

2u1u2
GC

ϕ(t
∗
f ) + 2 sin

(ϕ
2

)(
1/u2 − 1

0

)
, t∗f =

2u1(ϕ− tfu2)

u2 − u1
+ ϕ. (2)

Здесь через GC
ϕ(t

∗
f ) обозначено ϕ-сечение множества достижимости канонической

системы в момент t∗f .
Формула (2) записана не в исходных координатах x, y, а в некоторых вспомо-

гательных координатах X,Y . Ось X проходит через начало координат исходной
системы и развернута против часовой стрелки на угол ϕ/2 относительно оси x.
Центр вспомогательной системы находится в точке x = sinϕ, y = 1 − cosϕ.
Вспомогательная система координат зависит от ϕ и не зависит от значений u1,
u2, tf.

Таким образом, множество Gϕ(tf) связано с множеством GC
ϕ(t

∗
f ) при помощи

аффинного преобразования. Параметры преобразования зависят от u1, u2, ϕ, tf.
Дополнительно в процессе анализа структуры трехмерного множества дости-

жимости G(tf) установлено свойство симметрии ϕ-сечений множества достижи-
мости относительно оси X вспомогательной системы координат X,Y .

Для формулы (2) получено формальное математическое обоснование, опира-
ющееся на принцип максимума Понтрягина. Практически использование форму-
лы (2) позволяет свести построение ϕ-сечений множества достижимости исход-
ной системы (1) (вообще говоря, несимметричной относительно значений u1, u2)
к построению ϕ-сечений множества достижимости канонической системы (сим-
метричной относительно u1, u2). При этом для канонической системы достаточно
знать описание ϕ-сечений множества достижимости лишь при неотрицательных
значениях ϕ. Если ϕ < 0, то соответствующиеϕ-сечения образуются из ϕ-сечений
для ϕ > 0 при помощи зеркального отображения относительно оси x исходной
системы координат.

В рамках канонической системы при ϕ ≥ 0 дано аналитическое описание
границы ϕ-сечений и приведена классификация возможных вариантов их стру-
ктуры.
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