
Îïèñàíèå ïîñòåðà

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà 3D-ïå÷àòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò è ê ìîìåíòó äëÿ

ïðîñòåéøåãî �ìàòåìàòè÷åñêîãî àâòîìîáèëÿ�, èçâåñòíîãî êàê �ìàøèíà Äóáèíñà�.

Êîîðäèíàòû x, y îïèñûâàþò òî÷å÷íîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïîëîæåíèå îáúåêòà íà ïëîñêî-

ñòè, êîîðäèíàòà θ åñòü óãîë íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè ñ÷èòàåòñÿ

ïîñòîÿííîé. Â íîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ïîëàãàåì å¼ ðàâíîé 1. Óãîë θ ïðè ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íå â äèàïàçîíå [−π, π), à â äèàïàçîíå (−∞,∞).

Äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè ñ÷èòàåì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè t → u(t), ãäå çíà-

÷åíèå u(t) ñòåñíåíî îãðàíè÷åíèåì |u(t)| ≤ 1 (ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé), ëèáî îãðàíè÷åíèåì

u(t) ∈ [b, 1] (íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé). Â ïîñëåäíåì âàðèàíòå ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð b

áåð¼òñÿ èç ïðîìåæóòêà [−1; 0). Íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðèíèìàåì ðàâíûì 0. Íà÷àëüíîå ôàçî-

âîå ñîñòîÿíèå òàêæå ñ÷èòàåì íóëåâûì. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè G(T ) â ìîìåíò T åñòü

ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðåõìåðíûõ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé (x, y, θ), â êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæíî

ïåðåéòè â ìîìåíò T ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ. Ìíîæåñòâî äîñòè-

æèìîñòè G∗(T ) ê ìîìåíòó T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïî t ∈ [0, T ] ìíîæåñòâ

äîñòèæèìîñòè G(t) â ìîìåíò.

Íà ôèã. 1 îòìå÷åíû ðàáîòû À.À. Ìàðêîâà (1889), R. Isaacs (1951) è L.E. Dubins (1967),

â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé ïðîñòåéøåãî àâòîìîáèëÿ. Íà

ôèã. 3 ññûëêà [1] âûäåëÿåò ðàáîòó, ãäå èññëåäîâàëèñü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò

â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x, y. Êíèãà [2] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íàáîð ñòàòåé ïî ðàçëè÷íûì çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ ñ äèíàìèêîé ïðîñòåéøåãî àâòîìîáèëÿ è

ïî çàäà÷àì ñ áîëåå ñëîæíîé äèíàìèêîé äâèæåíèÿ. Â ðàáîòàõ [3, 4] ïðîàíàëèçèðîâàíû ìíî-

æåñòâà äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò è ê ìîìåíòó äëÿ ìàøèíû Äóáèíñà. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ìàøèíû Äóáèíñà, à òàêæå äëÿ ìàøèíû Ðèäñà−Øåïïà è ñâÿçàííûå

ñ íèìè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó êðàòêî ðàçúÿñíåíû â ñòàòüå [5]. Â ìîäåëè

Ðèäñà−Øåïïà ðàçðåøåíî äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷àòü óïðàâëåíèå �îáðàòíîãî õîäà�. Êíè-

ãà [6] ïîñâÿùåíà ïðèíöèïàì è âîçìîæíîñòÿì 3D-ïå÷àòè. Ðàáîòà [7] åñòü îò÷åò î ïîñòðîå-

íèè íà 3D-ïðèíòåðå òð¼õìåðíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó äëÿ ìàøèí Äóáèíñà

è Ðèäñà−Øåïïà, ðåàëèçîâàííîì â LAAS-CNRS ñòóäåíòîì G. Caner ïîä ðóêîâîäñòâîì

J. -P. Laumond. Ýòà ðàáîòà ñäåëàíà â òî æå âðåìÿ, ÷òî è íàøà ðàáîòà. Èñïîëüçîâàíî äðó-

ãîå, ÷åì ó íàñ, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ãðàíèöû òðåõìåðíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ê

ìîìåíòó.
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Èçîáðàæåíèÿ òð¼õìåðíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò è ê ìîìåíòó, âçÿòûå èç

ñòàòåé [3, 4], ïîêàçàíû íà ôèã. 4�9. Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ìîìåíòû T = 4π è T = 6π

íà ôèã. 6 ñîîòâåòñòâóþò íåñèììåòðè÷íîìó îãðàíè÷åíèþ íà óïðàâëåíèå. Ìíîæåñòâà äîñòè-

æèìîñòè â ìîìåíòû T = 1.5π è T = 2π íà ôèã. 8 ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óãîë θ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ 2π, à èìåííî, â ïðîìåæóòêå [−π, π). Ôèã. 9 èçîáðàæàåò ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè äëÿ ìîìåíòîâ T = 1.5π è T = 2π â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ðàñöâåò-

êà ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ãðàíèöû ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì íàáîðàì

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìû èñ-

ïîëüçóåì òàêîå çíàíèå, ÷òîáû ýêîíîìíî ôîðìèðîâàòü âõîäíûå äàííûå äëÿ 3D-ïå÷àòè.

Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó îòëè÷àþòñÿ îò ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò

íàëè÷èåì íåêîòîðîãî âûñòóïà ñ îñòðè¼ì â íà÷àëüíîé òî÷êå x = 0, y = 0, θ = 0 (âûñòóï

ïîêàçàí ñèíèì öâåòîì íà ôèã. 7). Ïðèâåä¼ííûå èçîáðàæåíèÿ èç ñòàòåé [3, 4] ïîëó÷åíû ïðè

ïîìîùè ÿçûêà VRML.

Äëÿ 3D-ïå÷àòè èñïîëüçîâàëñÿ îäíîöâåòíûé ïðèíòåð (ôèã. 10). Íåêîòîðûå âàæíûå îá-

ñòîÿòåëüñòâà, íà êîòîðûå ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå ïðè ïå÷àòè, îòìå÷åíû íà ôèã. 11�13.

Ôîòîãðàôèè íàïå÷àòàííûõ íà 3D-ïðèíòåðå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò è ê ìî-

ìåíòó äàíû íà ôèã. 14�18. Íà ôèã. 14 ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò ïîêàçàíû äëÿ

òð¼õ çíà÷åíèé T . Ïðè èçãîòîâëåíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå

ïîäñòàâêè (ôèã. 15). Ðàçëè÷èå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò è ê ìîìåíòó õîðîøî âèä-

íî íà ôèã. 16. Ñ ðîñòîì T òàêîå ðàçëè÷èå ïðîïàäàåò: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T ìíîæåñòâî

äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó. Ôèã. 17 ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ôîòî íåñèììåòðè÷íîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò T = 5π. Ïðè

îñâîåíèè 3D-ïå÷àòè áûëî íàïå÷àòàíî ìíîãî ôèãóðîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, êîòîðûå

âïîëíå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ¼ëî÷íûå óêðàøåíèÿ. Ôîòî íîâîãîäíåé ¼ëî÷êè ñ òàêèìè

óêðàøåíèÿìè ïîêàçàíî íà ôèã. 18.


