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Работа посвящена исследованию множества достижимости в момент
для “машины Дубинса” — одной из самых популярных в задачах мате-
матической теории управления и прикладных работах моделей управ-
ляемого движения на плоскости. Динамика движения с постоянной по
величине линейной скоростью и с оговоренным диапазоном возможных
значений угловой скорости задается нелинейной системой дифферен-
циальных уравнений третьего порядка. Две фазовые переменные ха-
рактеризуют геометрическое положение объекта на плоскости, третья
переменная — угол направления вектора скорости. Скалярное управле-
ние определяет текущую угловую скорость вращения вектора линейной
скорости или, что эквивалентно, мгновенный радиус поворота. Допу-
стимые значения управляющего параметра принадлежат замкнутому
отрезку.
В 1957 г. Л. Дубинс опубликовал статью [1] (относящуюся скорее к

теории функций), из которой для указанной динамики с симметрич-
ным относительно нуля ограничением на управление вытекает решение
задачи быстродействия. Было установлено, что наискорейший переход
из точки в точку с заданными начальным и конечным направлениями
линейной скорости осуществляется при помощи кусочно постоянного
управления с не более чем двумя переключениями. Были выделены
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шесть возможных вариантов управления и показано, что при поиске оп-
тимального программного управления можно ограничиться только ими.
Результаты, полученные Л. Дубинсом, оказались очень полезными

при изучении движения объектов с ограничением на радиус поворота
и с постоянной по величине линейной скоростью. Такие объекты стали
называть машинами Дубинса. Следует отметить, однако, что подобны-
ми задачами еще в 1889 г. занимался А.А. Марков [2], исследуя вопросы
оптимальной прокладки железных дорог. Р. Айзекс в своих работах по
дифференциальным играм [3] при описании движения автомобиля так-
же использовал такую динамику.
Различные задачи оптимального управления с использованием ма-

шины Дубинса рассмотрены в работах Ю.И. Бердышева, Ж.-П. Ламо-
на (J.-P. Laumond), П. Циотраса (P. Tsiotras), Т. Шимы (T. Shima) и
других авторов.
Для машины Дубинса множеством достижимости G(tf ) в момент tf

назовем совокупность всех точек трехмерного фазового пространства,
в каждую из которых можно попасть в момент времени tf из заданно-
го начального фазового состояния (считаем его нулевым) при помощи
некоторого допустимого управления. Множество достижимости в мо-
мент следует отличать от множества достижимости к моменту. Мно-
жество достижимости к моменту tf представляет собой объединение
всех множеств достижимости в моменты, предшествующие tf .
Построение множеств достижимости для случая, когда возможны

как левый, так и правый повороты, описано в статьях [4, 5].
В работе рассматриваются множества достижимости в момент для

случая, когда поворот возможен только в одну сторону. А именно, пред-
полагается, что скалярное управление u принадлежит отрезку [u1, u2],
где 0 ≤ u1 < u2 = 1. При изучении границы трехмерного множества
достижимости используем принцип максимума Понтрягина, который
является необходимым условием приведения системы на границу мно-
жества достижимости. Исследован вопрос о числе и характере переклю-
чений управлений, ведущих на границу множества достижимости. По-
казано, что при u1 > 0 (т.е. когда не допускается движение по прямой)
сечения трехмерного множества достижимости в момент по угловой ко-
ординате являются выпуклыми. Выпуклость сечений в случае u1 = 0
доказана в статье [6].
Возможные приложения модели Дубинса с односторонним поворотом

к авиационным задачам рассмотрены в работе [7].
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Важное направление развития современной теории дифференциаль-
ных игр связано с разработкой методов решения игровых задач пре-
следования-уклонения с участием нескольких объектов [1–3], причем,
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