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Ñëàéä 1

Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéä¼ò î ìíîæåñòâå äîñòèæèìîñòè òð¼õìåðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, íàçûâàåìîé ¾ìà-
øèíà Äóáèíñà¿. Íàçíà÷åíèå ñëåäóþùèõ øåñòè ñëàéäîâ � îáîçíà÷èòü òå îáëàñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü
Äóáèíñà, îáúÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ, à òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè ãîâîðèòü î äâèæóùèõñÿ òåëåæêàõ (ïðîñòåéøàÿ íåãîëîíîìíàÿ ñèñòåìà).



Координированный поворот самолёта в горизонтальной плоскости
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Миеле А. Механика полёта.  Т. 1. М.: Наука, 1965



Ñëàéä 2

Êàðòèíêà ñïðàâà ïîÿñíÿåò êîîðäèíèðîâàííîå äâèæåíèå ñàìîë¼òà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è âçÿòà
èç êíèãè À.Ìèåëå ¾Ìåõàíèêà ïîë¼òà¿. Ñèëû, äåéñòâóþùèå ïî âåðòèêàëüíîé îñè, óðàâíîâåøåíû, âåêòîð
ñêîðîñòè ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ôîðìóëàõ ñëåâà x, y− êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè, ϕ− óãîë âåêòîðà ñêîðîñòè, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè x. Îñè x, y íà ðèñóíêå íå èçîáðà-
æåíû. Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ (â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè) îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåíåíèåì óãëà
êðåíà µ. Ïðè äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ, ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü óãëà êðåíà (îáû÷íî íå
áîëüøå 30◦), ïîñëå íîðìèðîâêè ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì, âûäåëåííûì â ðàìêå. Òàêóþ ñèñòåìó â æóð-
íàëüíîé ëèòåðàòóðå ñòàëè íàçûâàòü ¾ìàøèíà Äóáèíñà¿.



Задача преследования в вертикальной плоскости
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Â Áàëòèéñêîì óíèâåðñèòåòå (Âîåíìåõ, Ñ-Ïåòåðáóðã) çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ¿
Î.À.Òîëïåãèí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåõâàòà ïðèìåíÿåò ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå Í.Í.Êðàñîâñêèì. Íà ñëàé-
äå âûïèñàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ îáúåêòîâ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Óïðàâëåíèå � óãîë àòàêè α.
Ïîêàçàíû äëÿ ìàëîãî ìîìåíòà âðåìåíè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðåñëåäîâàòåëÿ è öåëè â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè. Õîòÿ çäåñü äëÿ êàæäîãî èãðîêà èìååì ñèñòåìó ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà (ñêîðîñòü V ïåðåìåííà),
ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè î÷åíü ïîõîæà íà ñòðóêòóðó ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ìàøèíû Äó-
áèíñà. Ìåòîä íàâåäåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, ïðèìåí¼í Î.À.Òîëïåãèíûì
è äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ äîãîíÿþùèõ.



Мобильные колесные роботы
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НОВЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ И УПРАВЛЕНИЯ  ДВИЖЕНИЕМ МОБИЛЬНЫХ КОЛЕСНЫХ РОБОТОВ

2003, Успехи механики, № 1, С. 3 – 46

uyx ===      ,sin   ,cos

ROBOT  MOTION  

PLANNING

AND  CONTROL

J.-P. Loumond (Ed)

1998,  Springer

О построении разрешающих 

управлений в задачах управления с 

фазовыми ограничениями

Матвийчук А.Р., Ушаков В.Н.

// Изв. РАН. ТиСУ. 2006. №1. С. 5-20.
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Êàðòèíêà óïðàâëÿåìîé òåëåæêè âçÿòà èç ñòàòüè Ä.Å.Îõîöèìñêîãî è Þ.Ã.Ìàðòûíåíêî î êîë¼ñíûõ
ðîáîòàõ. Â ïåðâîé ñòðîêå ñëåâà � óðàâíåíèÿ êèíåìàòèêè äëÿ òî÷êè A. Òîëüêî êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
è èñïîëüçóþòñÿ â ìîäåëè Äóáèíñà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãîâîðèòü î òåëåæêå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå,
òî ìîäåëü Äóáèíñà � ñåðü¼çíîå óïðîùåíèå.

Çàäà÷è îáõîäà ïðåïÿòñòâèé ðàçëè÷íûìè òåëåæêàìè, â òîì ÷èñëå è ñàìûìè ïðîñòûìè, ðàññìîòðå-
íû â êíèãå ¾Robot motion planning and control¿, ñîñòàâëåííîé èç íåñêîëüêèõ ñòàòåé ïîä ðåäàêöèåé
J.-P. Laumond.

Â íàøåì Èíñòèòóòå çàäà÷àìè îáõîäà ïðåïÿòñòâèé äâèæóùèìèñÿ òåëåæêàìè ìíîãî çàíèìàåòñÿ
Â.Í.Óøàêîâ ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè.



Практическое применение одностороннего поворота

Посадка самолета с отказавшими двигателями и/или элеронами

Intelligent Systems 

Division

NASA Ames 

Research Center, 

California

The Emergency 

Landing Planner 

Experiment

(2011)

N. Meuleau,

C. Neukom,

C. Plaunt,

D.E. Smith, and

T. Smithy

ti.arc.nasa.gov/publications

5



Ñëàéä 5

Ôàíòàñòè÷åñêèå çàäà÷è î ïîñàäêå ñàìîë¼òà ñ áîëüøîé âûñîòû ñ îòêàçàâøèìè äâèãàòåëÿìè è ïîâðå-
æä¼ííûìè ýëåðîíàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ è ìîäåëèðóþòñÿ âî ìíîãèõ ñòàòüÿõ ïî àâèàöèîííîé òåìàòèêå. Íà
ëåâîé êàðòèíêå ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ïîñàäêè ñàìîë¼òà ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî ëåâîãî ïîâî-
ðîòà. Ïðàâàÿ êàðòèíêà âçÿòà èç ðàáîòû, âûïîëíåííîé â èññëåäîâàòåëüñêîì öåíòðå NASA. Ñèíèì öâåòîì
ïîêàçàíà èñõîäíàÿ øòàòíàÿ òðàåêòîðèÿ. Â ìîìåíò íàõîæäåíèÿ ñàìîë¼òà â êðàñíîé òî÷êå âûÿâëåíà íåèñ-
ïðàâíîñòü, çàòðóäíÿþùàÿ ïîâîðîò íàïðàâî. Àâòîìàòèêà ïîäñêàçûâàåò ïèëîòó òðàåêòîðèþ, ïîêàçàííóþ
çåë¼íûì öâåòîì. Â ðåçóëüòàòå ïèëîò ðåàëèçóåò ÷¼ðíóþ òðàåêòîðèþ.

Çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ äâèæåíèé ñ îäíîñòîðîííèì ïîâîðîòîì èçó÷àþòñÿ â äèññåðòàöèè, îòìå÷åí-
íîé â íèæíåé ÷àñòè ñëàéäà.



Множество достижимости для щупальца осьминога

Управление гибкими роботами
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Íà ñëàéäå ïðèâåäåíû ðèñóíêè èç ñòàòüè îá èññëåäîâàíèè äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ
êîí÷èêà ùóïàëüöà îñüìèíîãà (ãèáêèé ðîáîò). Â ïðåäïîëîæåíèè î íåèçìåííîé äëèíå ùóïàëüöà è îãðàíè-
÷åíèè íà ðàäèóñ èçãèáà ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, èäåíòè÷íîå ìíîæåñòâó äîñòèæèìîñòè äëÿ
ìàøèíû Äóáèíñà ñ ôèêñèðîâàííûì ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàò. Âñåâîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ êîí÷èêà ùóïàëüöà îáðàçóþò ìíîæåñòâî, ïîêàçàííîå ñïðàâà ñåðîé çà-
ëèâêîé.



Задача поиска кратчайшего пути при заданных 

начальном и конечном положениях и направлениях

Марков, A. A. (1889). 

Сообщения Харьковского математического общества,

Том 2-1 (No. 5,6), 250–276.

Нелинейная система управления движением – машина Дубинса

Начальное состояние Конечное состояние
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Задача преследования-уклонения

«шофер-убийца»

Оптимальная прокладка ж/д путей
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Òåïåðü áîëåå àêêóðàòíî îá èñòîðèè âîïðîñà.
Â 1889 ã. À.À.Ìàðêîâ îïóáëèêîâàë â ¾Ñîîáùåíèÿõ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ñòàòüþ,

â êîòîðîé ðàññìîòðåë 4 ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîåêòèðîâàíèåì æåëåçíûõ äîðîã. Ïåðâàÿ èç
íèõ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè ïðîâåñòè êðàò÷àéøóþ ëèíèþ
ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé íå ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà è êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â íà÷àëüíîé
òî÷êå èìååò çàäàííîå íàïðàâëåíèå.

Â 1951 ã. R. Isaacs ïðåäñòàâèë â Rand Corporation ñâîé ïåðâûé îò÷åò ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
èãð, â êîòîðîì ïîñòàâèë è íàìåòèë ðåøåíèå çàäà÷è ¾øîôåð-óáèéöà¿. Â ýòîé èãðå ¾àâòîìîáèëü¿ ñ îãðàíè-
÷åííûì ðàäèóñîì ðàçâîðîòà è ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ïûòàåòñÿ êàê ìîæíî ñêîðåå
ñáëèçèòüñÿ ñ ¾ïåøåõîäîì¿, óêëîíÿþùèìñÿ îò ñòîëêíîâåíèÿ. Èìåííî Ð.Àéçåêñ ïåðâûì ñòàë íàçûâàòü ñëî-
âîì ¾car¿ óïðàâëÿåìûé îáúåêò, î êîòîðîì ïîéä¼ò ðå÷ü â äîêëàäå.

Â 1957 ã. L.Dubins â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé ðàáîòå óñòàíîâèë ñâîéñòâà êðèâûõ ìèíèìàëüíîé äëèíû
ñ îãðàíè÷åííûì ðàäèóñîì êðèâèçíû, ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè ñ çàäàííûìè íàïðàâëåíèÿìè
âûõîäà è âõîäà. ßñíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ îáúåêòà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ è îãðàíè÷åííûì ðàäèóñîì ïîâîðîòà. Ñïåöèàëèñòû ïî òåîðåòè÷åñêîé ðîáîòîòåõíèêå ñòàëè
íàçûâàòü òàêóþ ìîäåëü ¾Dubins car¿.



;

,sin

,cos

u

y

x

=

=

=

•

•

•







Множество достижимости 

в момент tf :
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Машина Дубинса:  трёхмерное множество достижимости «в момент» tf

(симметричный случай)

)( 0,11 −u (несимметричный случай)

Множество достижимости 

к моменту tf :

φ-сечения множества достижимости
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Ïåðåõîäèì ê îñíîâíîé ÷àñòè äîêëàäà. Ñëåâà ââåðõó âûïèñàíà ìîäåëü äâèæåíèÿ. Â íåé x, y− ãåîìåò-
ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ϕ− óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
îñè x. Ñ÷èòàåì, ÷òî óãîë ϕ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå (−∞,+∞), ò.å., ìû íå îòîæäåñòâëÿåì óãëû ïî
ìîäóëþ 2π. Óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà u, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â îòðåçêå [u1, 1]. Ëåâîå çíà÷åíèå
u1 â ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è.

Ðàçëè÷àåì 4 ñëó÷àÿ:

• ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà u1 = −1;
• íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, åñëè u1 ∈ (−1, 0);
• ñëó÷àé îäíîñòîðîííåãî ïîâîðîòà, êîãäà u1 = 0;
• ñëó÷àé ñòðîãî îäíîñòîðîííåãî ïîâîðîòà, åñëè u1 ∈ (0, 1).

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëàãàåì íóëåâûì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0.
Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè G(tf ) â ìîìåíò tf � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîñòîÿíèé òð¼õìåðíîãî ôàçîâîãî

âåêòîðà â ìîìåíò tf , êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåáèðàÿ äîïóñòèìûå èçìåðèìûå ïðîãðàììíûå óïðàâëå-
íèÿ.

Ñå÷åíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ϕ íàçûâàåì ϕ-ñå÷åíèåì.
Ìû íå áóäåì ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå äîñòèæèìîñòè G∗(tf ) ¾ê ìîìåíòó¿ tf , êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè G(t) ïðè t ∈ [0, tf ]. Òàêîå ìíîæåñòâî ëó÷øå èçó÷àòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
Îãðàíè÷èìñÿ â êîíöå äîêëàäà ëèøü äâóìÿ ñëàéäàìè ñ èçîáðàæåíèÿìè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ¾ê ìî-
ìåíòó¿.



Множества достижимости в проекции на геометрическую плоскость, 

симметричный случай
2=ft

5.0=ft
=ft

5.1=ft

Ю.И. Бердышев

Нелинейные задачи последовательного управления

и их приложение;

Российская академия наук, Уральское отделение, Институт 

математики и механики. - Екатеринбург: ИММ УрО РАН, 2015. 193 с.
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Èç ðàáîòû E.J. Cockayane è G.W.C.Hall èçâåñòíî îïèñàíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ïðîåêöèè íà
ïëîñêîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x, y äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ. Â óêàçàííîé íà ñëàéäå ñòàòüå ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íå áûë èñïîëüçîâàí. Îäíàêî â äàëüíåéøåì ðåçóëüòàòû ñòàòüè áûëè ïåðåäî-
êàçàíû äðóãèìè àâòîðàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Íà ñëàéäå ïîêàçàíû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå äëÿ ÷åòûð¼õ ìîìåíòîâ âðåìåíè.
Ìàñøòàá èçîáðàæåíèÿ ñâîé äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà. Íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå îòìå÷åíî ñòðåëêîé. Äâèæå-
íèÿ ñ êðàéíèìè óïðàâëåíèÿìè −1 è +1 èçîáðàæåíû äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè. Íà âíåøíþþ ¾âûïóêëóþ¿
÷àñòü ãðàíèöû âåäóò óïðàâëåíèÿ ñ îäíèì ïåðåêëþ÷åíèåì âèäà +1, 0 è −1, 0. Íà ¾òûëüíóþ¿ âîãíóòóþ
÷àñòü ãðàíèöû ïðèâîäÿò óïðàâëåíèÿ âèäà +1,−1 è −1,+1 òàêæå ñ îäíèì ïåðåêëþ÷åíèåì. Ñëåäóåò îáðà-
òèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðè tf = 2π ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.

Â íàøåì Èíñòèòóòå Þ.È.Áåðäûøåâ èñïîëüçîâàë îïèñàíèå äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.



Пусть          – некоторое допустимое управление

и                                 – соответствующее движение 

системы на промежутке             .

Сопряжённая система записывается в виде
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Ли Э.Б., Маркус Л. Основы теории оптимального управления. М.: Наука, 1972.

Известно  ( Ли Э.Б., Маркус Л.),  что управления, которые переводят систему на границу 

множества достижимости,  удовлетворяют принципу максимума Понтрягина.

динамика

машины Дубинса

в нормированных

координатах

 ))(),(),((   yx

)(u

] ,[ ftt0

const.  )(   const,  )(  21 ==  Имеем
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Ïðè èññëåäîâàíèè òð¼õìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè îïèðàåìñÿ íà ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà. Èçâåñòíî, ÷òî óïðàâëåíèÿ, âåäóùèå íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí â êíèãå Ý.Á.Ëè è Ë.Ìàðêóñà.

Ïóñòü u∗(·)− íåêîòîðîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå. Òîãäà ñîïðÿæ¼ííàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå, óêà-
çàííîì âíèçó ñïðàâà. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîîðäèíàòû ñîïðÿæ¼ííîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Îíè
âõîäÿò â óðàâíåíèå äëÿ òðåòüåé êîîðäèíàòû.



 0 )(   ьно,Следовател 3 = t

 ))(),((  tt yx

Принцип максимума:  существует некоторое ненулевое непрерывное решение

сопряжённой системы, для которого почти всюду на             выполнено условие
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0,  и  0  Если 21 ==   ]. ,[  промежутке всёмна   0const)(  то 3 ftt0=

. )(  или  )(всюду   почти  образом, Таким 21 uuuu ==  tt

1.

нулю. равно не  )(  и  )(  чисел из одно бы хотя Пусть 21   2. Тогда,

есоотношени получим  системы, йсопряженно уравненияиспользуя

.  )( )(  )( 213 Cxy +−=  ttt 

.0    21 =+−  Cxy 

  момент   в положения скогогеометриче t

прямой

 итогда  акогда точк  тогда,

 ениюяет  уравнудовлетвор

только



Ñëàéä 11

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó, îçíà-
÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîãî ïî÷òè âñþäó íà ïðîìåæóòêå
[0, tf ] âûïîëíåíî óñëîâèå ìàêñèìóìà.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, åìó óäîâëåòâî-
ðÿþùåå, ïðèíàäëåæèò êëàññó êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé è ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ u1,+1, à
òàêæå çíà÷åíèå 0, åñëè, êîíå÷íî, 0 ∈ [u1,+1].

Êàæäîìó óïðàâëåíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è èìåþùåìó äâà èëè áîëåå ïåðåêëþ-
÷åíèé, ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ïðÿìàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè x, y.



Типы движений                    ,  удовлетворяющих принципу максимума)( )(),( **  yx

0)   1 (        1

случай чныйнесимметри

− u

0.5   для пример 1 −=u 0.5   для пример 1 =u

0)  (           1

случай нийодносторон

=u 1) (0           1

случай нийодносторон строго

 u)1  (        1

случай ыйсимметричн

−=u 12
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Íà ñëàéäå ïîêàçàíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òèïè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ äâèæåíèé. Ïåðâàÿ êîëîíêà � ñèì-
ìåòðè÷íûé ñëó÷àé. Íà âåðõíåé êàðòèíêå òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç äóã îêðóæíîñòåé ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà,
ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëåíèÿì +1 è −1. Äóãè ñòûêóþòñÿ íà ïðÿìîé ïåðåêëþ÷åíèÿ. Íà íèæíåé êàðòèíêå
ýêñòðåìàëüíîå äâèæåíèå ñîäåðæèò äâà ïîëíûõ îáîðîòà è ó÷àñòêè äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íûå âàðèàíòû äâèæåíèÿ âîçíèêàþò â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå.
Â ñëó÷àå îäíîñòîðîííåãî ïîâîðîòà ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü êàê ôðàãìåíòîì ýêñòðåìàëü-

íîãî äâèæåíèÿ âíå ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ, òàê è ó÷àñòêîì äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Â ñòðîãî îäíîñòîðîííåì ñëó÷àå äâèæåíèå ïî ïðÿìîé ïåðåêëþ÷åíèÿ èñêëþ÷åíî ïî ïîñòàíîâêå çàäà-

÷è. Ïåðåìåùåíèå âäîëü ïðÿìîé ïåðåêëþ÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè
äâèæåíèå ¾âïåð¼ä¿ è äâèæåíèå ¾íàçàä¿.

Ïåðå÷èñëåííûå ôàêòû íàïðÿìóþ ñëåäóþò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ÿâëÿþòñÿ íåñëîæíûìè. Ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óñòàíàâëèâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå áîëåå ñëîæ-
íûå ñâîéñòâà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëåíèé.



Множество достижимости G(tf) для симметричного случая

Пацко В.С., Пятко С.Г., Федотов А.А. Трехмерное множество достижимости 

нелинейной управляемой системы  // Известия РАН. ТиСУ. 2003. № 3. С. 8–16.

5.1=ft
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Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ íàìè äîêàçàíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæå-
ñòâà äîñòèæèìîñòè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ øåñòüþ òèïàìè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè) óïðàâëåíèé. Ïðè ýòîì,
ïîêà ìîìåíò tf íå ñëèøêîì áîëüøîé, âñÿ ãðàíèöà ðàçáèâàåòñÿ íà øåñòü ãëàäêèõ êëåòîê. Íà ñëàéäå äëÿ
ìîìåíòà tf = 1.5π â äâóõ ðàêóðñàõ ïîêàçàíû ôðîíòàëüíàÿ è òûëüíàÿ ÷àñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Íàïðèìåð, îòìå÷åííîé ôèîëåòîâûì öâåòîì êëåòêå 2 îòâå÷àþò óïðàâëåíèÿ, ðàâíûå −1 íà ïåðâîì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè, 0 íà âòîðîì ïðîìåæóòêå è +1 íà òðåòüåì ïðîìåæóòêå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè â ýòîé êëåòêå
ñâîÿ äëèòåëüíîñòü ýòèõ òð¼õ ó÷àñòêîâ, â ñóììå ñîñòàâëÿþùèõ tf = 1.5π. Òàêèì îáðàçîì, êëåòêà ñ íîìåðîì
2 åñòü êóñîê äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Êëåòêå 5, èçîáðàæ¼ííîé íà òûëüíîé ÷àñòè ñèíå-çåë¼íûì öâåòîì (öèàí), ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óïðàâëåíèé +1,−1,+1. Ýòà êëåòêà ïîä íåíóëåâûì óãëîì ñòûêóåòñÿ ñ êðàñíîé êëåòêîé 6, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé −1,+1,−1.

Òîíêèìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ϕ-ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Äëÿ tf ≤ 2π ó íàñ åñòü àíàëèòè-
÷åñêîå îïèñàíèå òàêèõ ñå÷åíèé.

Â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå Äóáèíñà, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàáîòó, ïîñâÿù¼ííóþ
çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ, áûëè âûäåëåíû øåñòü âàðèàíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé ñ äâóìÿ ïåðå-
êëþ÷åíèÿìè, êîòîðûìè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ çàäàííûìè íàïðàâëå-
íèÿìè â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ. Ýòè øåñòü âàðèàíòîâ ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè íàìè. Èç íàøåãî
óòâåðæäåíèÿ î øåñòè êëåòêàõ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âûòåêàåò óòâåðæäåíèå Äóáèíñà, íî
íå íàîáîðîò.



Развитие множества достижимости для симметричного случая

4=ft

3=ft

2=ft

=ft

y

x
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Çäåñü ïîêàçàíî èçìåíåíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñ ðîñòîì ìîìåíòà tf äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ.
Î÷åíü ïîõîæå íà ðàçâèòèå ïàíöèðÿ óëèòêè. Ïðè tf = 4π íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè îòñóòñòâóþò
êëåòêè 5 è 6, îáðàçóþùèå òûëüíóþ ÷àñòü ãðàíèöû ïðè ìåíüøèõ ìîìåíòàõ tf .



Множества достижимости для φ, вычисляемого по модулю 2π,

в симметричном случае

5.2=ft

2=ft

6.1=ft



x

y
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Çíàÿ îïèñàíèå ãðàíèöû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óãîë ϕ áåð¼òñÿ â èíòåðâàëå (−∞,+∞), ìîæíî ïîëó÷èòü
èçîáðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ¾ñêëåéêè¿ óãëà ϕ ïî ìîäóëþ 2π. Íà ñëàéäå ïðåäñòàâëåíû òðè òàêèå êàðòèíêè.

Åñëè ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñ ñàìîãî íà÷àëà áóäåì îòîæäåñòâëÿòü óãëû ïî ìîäóëþ 2π, òî àíàëèç ðåçóëü-
òàòîâ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå èñêîìîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü ïóò¼ì ¾íàðåçêè¿
ïî 2π ïåðâîíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî áåç îòîæäåñòâëåíèÿ ïî ìîäóëþ 2π.



Нарушение односвязности множества достижимости в симметричном случае

63.3=ft

21.3=ft



y

x

Плоскость рассечки 

множества достижимости 

соответствует  φ = 0
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Íåêîòîðàÿ ýêçîòèêà è òðóäíîñòü äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ìîìåíòîâ tf â íåêî-
òîðîì ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè òð¼õìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì. Ýòî
âûðàæàåòñÿ â íàëè÷èè ¾ïîëîñòè¿, íå ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó äîñòèæèìîñòè.

Íà ñëàéäå ïîêàçàíà ïîëîâèíà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ìîìåíòîâ tf = 3.21π è tf = 3.63π. Äëÿ
ìîìåíòà tf = 3.21π óêàçàííîé ïîëîñòè åù¼ íåò. Â ìîìåíò tf = 3.63π îíà âîçíèêàåò. ×èñëåííûå ïîñòðîåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëîñòü èñ÷åçàåò â ìîìåíò tf = 4π.



Множества достижимости в несимметричном случае



6=ft

4=ft]1,25.0[−u

Fedotov A. A., Patsko V. S., Turova V. L. (2011) Reachable sets for simple models of car motion.

Ed.by A.V. Topalov. Rijeka: InTech Open Access Publisher, pp. 147–172 17
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Äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ êàêèõ-ëèáî ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ñèòóàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèììåòðè÷-
íûì ñëó÷àåì íå âîçíèêàåò. Åñòåñòâåííî, ÷òî òåðÿåòñÿ ñèììåòðèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, íî ïðè ýòîì
ñîõðàíÿåòñÿ ñòðóêòóðà, îáóñëîâëåííàÿ øåñòüþ òèïàìè óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó. Íà ñëàéäå ïîêà-
çàíû äâà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ìîìåíòîâ tf = 4π è tf = 6π. Çíà÷åíèå u1 âçÿòî ðàâíûì −0.25.



3D-печать множеств достижимости в момент tf

Стародубцев И.С.   ( Сектор компьютерной визуализации ИММ УрО РАН ) 18

tf = 5πtf = 4π

симметричный случай

25.01 −=u
несимметричный случай

11 −=u

tf = 3πtf = 2π
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È.Ñ. Ñòàðîäóáöåâ èç íàøåãî Èíñòèòóòà íåñêîëüêî ëåò íàçàä íàïå÷àòàë íà 3D-ïðèíòåðå ïî íàøèì
äàííûì òð¼õìåðíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ìû èñïîëüçóåì èõ ïðè ïðåïîäàâàíèè êóðñà ¾Îïòèìàëü-
íîå óïðàâëåíèå¿. Íà ñëàéäå ïîêàçàíû ôîòîãðàôèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ òð¼õ ìîìåíòîâ âðåìåíè
â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå è äëÿ îäíîãî ìîìåíòà â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå.



Односторонний случай  u1=0
(разрешено движение по прямой линии)

Два типа управлений,

приводящих движение на границу
Выпуклые φ-сечения

 x

y

)1,0,1(

)0,1,0(

4=ft

6=ft

19

Получено описание φ-сечений множества достижимости в случае одностороннего поворота.

Они представляют собой круговой сегмент ( при φ < 2π ) или круг ( при φ ≥ 2π )
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Ñàìûì ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé îäíîñòîðîííåãî ïîâîðîòà, êîãäà u1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè àíàëèçå
óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ òèïàìè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé: +1, 0,+1 è 0,+1, 0. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé òî÷êè íà ãðàíèöå ðåàëèçóåòñÿ ñâîÿ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ. Äîêàçàíà âûïóêëîñòü ϕ-ñå÷åíèé. Êàæäîå ϕ-ñå÷åíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî êðóã, ëèáî êðóãîâîé ñåãìåíò.



Строго односторонний случай  u1>0

Типы движений, ведущих на границу множества достижимости

Пример движения SB-типа

0  Движения с постоянным управлением

на всём промежутке [ t0, tf ] :

u  ≡ u1 или u  ≡ u2 

( две крайние точки множества достижимости )

----------------------------------------------------------------

1  Движения BS:   начальное управление u = u1

управление на конечном участке u = u2

2 Движения BB:   начальное управление u = u1

управление на конечном участке u = u1

3 Движения SB:   начальное управление u = u2

управление на конечном участке u = u1

4 Движения SS:   начальное управление u = u2

управление на конечном участке u = u2
20
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Ïîëíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ϕ-ñå÷åíèé ïîëó÷åíî íàìè òàêæå äëÿ ñòðîãî îäíîñòîðîííåãî ñëó÷àÿ.
Ðàçëè÷àåì ÷åòûðå òèïà äâèæåíèé. Òèï BS ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ u = u1 íà íåêîòîðîì íà÷àëüíîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè è u = 1 íà ïîñëåäíåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ïðèìûêàþùåì ê ìîìåíòó tf . Ìåæäó
ýòèìè ó÷àñòêàìè èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ¾öèêëîâ¿ ñ îáîðîòîì âåêòîðà ñêîðîñòè íà óãîë 2π íà êàæäîì
èç íèõ.

Òèï SB àíàëîãè÷åí, òîëüêî íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå, íàîáîðîò, äåéñòâóåò óïðàâëåíèå u = 1, à íà ïîñëåä-
íåì ó÷àñòêå u = u1. Òðàåêòîðèÿ òàêîãî òèïà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå ñïðàâà.

Òèï BB: íà íà÷àëüíîì è íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêàõ äåéñòâóåò óïðàâëåíèå u = u1. Îñòàâøèåñÿ ïðîìåæó-
òî÷íûå ó÷àñòêè äàþò êîíå÷íîå ÷èñëî öèêëîâ è îäíó äóãó ñ óïðàâëåíèåì u = 1.

Òèï SS àíàëîãè÷åí òèïó BB.



Строго односторонний случай  u1>0 .  Варианты φ-сечений

4 дуги

с гладким 

сопряжением

3 дуги

с гладким

сопряжением

2 дуги

с гладким ( φ ≥ 2π )

и с негладким ( φ < 2π )

сопряжением

21

 

4321

 

5 6 7 8

 

10 11

)2( ft
)2( кратно 

9
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Äëÿ ñòðîãî îäíîñòîðîííåãî ñëó÷àÿ ïåðå÷èñëåíû âñå âîçìîæíûå 11 âàðèàíòîâ ϕ-ñå÷åíèé. Ëþáîå
ϕ-ñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîãî âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Åãî ãðàíèöà ñîñòàâëÿåòñÿ èç ÷åòûð¼õ äóã,
îäíà èëè äâå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè (ñîñòîÿùèìè èç îäíîé òî÷êè). Êàæäàÿ äóãà ñîñòîèò
èç òî÷åê, ïîðîæäàåìûõ îäíèì èç ÷åòûð¼õ ðàññìîòðåííûõ âûøå òèïîâ óïðàâëåíèé. Ãðàíèöà ϕ-ñå÷åíèÿ
ïðè ϕ ≥ 2π åñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ, à ïðè ϕ < 2π ãðàíèöà ϕ-ñå÷åíèÿ èìååò äâå óãëîâûå òî÷êè (âàðèàíò 10).
Êàæäàÿ èç îòìå÷åííûõ äóã çàäà¼òñÿ â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Ñòðåëêè ïîêàçûâàþò êðàéíèå òî÷êè,
íå ïðèíàäëåæàùèå äóãå.



Аналитическое описание границы φ-сечений множества достижимости

Дуга

SB

Дуга

SS

22
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Çäåñü ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ äóã SB è SS. Äóãà SB îïèñûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíî, îäíàêî ÷èñëî n,
õàðàêòåðèçóþùåå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ öèêëîâ, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Äóãà SS ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äóãó îêðóæíîñòè. ×èñëî n ìîæåò ïðèíèìàòü äâà ñîñåäíèõ öåëûõ çíà÷åíèÿ.



BB

SS

SB

SS

BB

BB

SS

SB

SS

BB

Множества достижимости для строго одностороннего случая  u1>0
( не разрешено движение по прямой )

= 20ft

------- Примеры для  u1 = 0.5,  u2 = 1 -------

=10ft

раскраска

φ-сечений

6=ft



x

y

23
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Íà ñëàéäå ïîêàçàíû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ñòðîãî îäíîñòîðîííåì ñëó÷àå äëÿ òð¼õ ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè tf . Ðàñêðàñêà êëåòîê íà ãðàíèöå ñîîòâåòñòâóåò òèïó äóã, âîçíèêàþùèõ â ϕ-ñå÷åíèÿõ.



Единственность

в классе

кусочно-постоянных

управлений

Принцип максимума Понтрягина,  φ-сечения

множества достижимости  и  управления, ведущие на границу

Принцип максимума 

Понтрягина

0) (-1, 1u

1 1 −=u

0 1 =u

)1,0( 1u

φ-сечения

множества достижимости

Управления,

ведущие на границу

Невыпуклые*

Выпуклые

Строго выпуклые

Только необходимое

условие

Необходимое

и достаточное

условие

Отсутствие

единственности

в классе

кусочно-постоянных

управлений

24

симметричный 

случай

несимметричный 

случай

односторонний 

случай

строго 

односторонний 

случай
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Â ñèììåòðè÷íîì è íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àÿõ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà � òîëüêî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå äëÿ óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ñóùåñòâóþò äâèæåíèÿ, êîòî-
ðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, íî âåäóò âíóòðü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Â îäíîñòîðîííåì è
ñòðîãî îäíîñòîðîííåì ñëó÷àÿõ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïåðåâîäà íà
ãðàíèöó.

Âòîðàÿ êîëîíêà õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ϕ-ñå÷åíèé. Â ñèììåòðè÷íîì è íåñèììåòðè÷-
íîì ñëó÷àÿõ åñòü íåâûïóêëûå ϕ-ñå÷åíèÿ. Â îäíîñòîðîííåì ñëó÷àå ϕ-ñå÷åíèÿ ñóòü âûïóêëûå ìíîæåñòâà,
à â ñòðîãî îäíîñòîðîííåì ñëó÷àå ϕ-ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòðîãî âûïóêëûå ìíîæåñòâà.

Ïîñëåäíÿÿ êîëîíêà ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ñòðîãî îäíîñòîðîííåì ñëó÷àå åñòü åäèíñòâåííîñòü óïðàâëåíèé,
âåäóùèõ íà ãðàíèöó â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé. Òàêîé åäèíñòâåííîñòè íåò â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ.



Множества достижимости в проекции на геометрическую плоскость

5.2=ft

2=ft

5.1=ft

0.5 1 −=u1 1 −=u 0 1 =u 0.5 1 +=u

3=ft

25симметричный случай несимметричный случай односторонний случай
строго односторонний 

случай
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Èìåÿ òð¼õìåðíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ìû ÷èñëåííî ìîæåì ïðîñ÷èòûâàòü èõ ïðîåêöèè íà ïëîñ-
êîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x, y. Ïåðâûå äâå êîëîíêè ïîâòîðÿþò èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû. Äâå
ïîñëåäíèå êîëîíêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûå ðåçóëüòàòû.



Информационное 

множество

в момент t
*

)( tG

)( tI

)( tH

)( tI

Информационное 

множество

в момент t*

Множество

неопределённости

в момент  t*

Множество прогноза

в момент  t*

( в силу динамики

системы )

Информационное множество в заданный момент времени есть

множество всех фазовых состояний, совместных с описанием динамики,

оговоренным уровнем ошибок измерений и предысторией измерений.

Эквивалентные термины в англоязычной литературе:

“information set”,  “feasible  set”,    “membership  set”,    “likelihood  set”.

Соответствующий способ оценки фазового состояния часто называется

“set  membership  estimation” или “unknown  but  bounded  error  description (UBB  approach)”

Расчёт информационных множеств

26
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Ãîâîðÿ î ïðèìåíåíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ìíî-
æåñòâ â çàäà÷å íàáëþäåíèÿ çà äâèæåíèåì óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàøèíó
Äóáèíñà.

Ïóñòü èìååì èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî I(t∗) â ìîìåíò t∗. Ýòî åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ òð¼õìåðíûõ
ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé, ñîâìåñòíûõ ñ îïèñàíèåì ìîäåëè äâèæåíèÿ, îãîâîðåííûì óðîâíåì îøèáîê èçìåðåíèÿ
è ïðåäûñòîðèåé èçìåðåíèé äî ìîìåíòà t∗ âêëþ÷èòåëüíî.

Äåëàåì ïðîãíîç G(t∗) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íà ìîìåíò t∗ ñëåäóþùåãî çàìåðà. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî
ïåðåñåêàåì ñ ìíîæåñòâîì íåîïðåäåë¼ííîñòè H(t∗), ïîñòðîåííûì íà îñíîâå çàìåðà â ìîìåíò t∗ ñ ó÷¼òîì
äàííûõ î õàðàêòåðå îøèáîê èçìåðåíèÿ. Ïîëàãàåì I(t∗)=G(t∗)∪H(t∗). Îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ � íàèáîëåå
òðóäíàÿ.



Пересечение множества прогноза с множеством неопределённости замера

27

 

( )H t  

( )tG  

( )H t  

( )tI  

Выпуклость  φ-сечений 

позволяет строить 

эффективные численные 

процедуры



x

y
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Îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè ϕ-ñå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äâóõ ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿþòñÿ âûïóêëûìè. Ìíîæåñòâî íåîïðåäåë¼ííîñòè H(t∗) åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü âûïóêëûì è öèëèíäðè÷å-
ñêèì ïî êîîðäèíàòå ϕ. Äëÿ ìíîæåñòâà ïðîãíîçà G(t∗) â îáùåì ñëó÷àå åãî ϕ-ñå÷åíèÿ âûïóêëûìè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ. Ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ïðîãíîçà ñâåðõó òàê, ÷òîáû â
íîâîì ìíîæåñòâå G(t∗) èìåòü âûïóêëûå ϕ-ñå÷åíèÿ. Ïîëó÷àåìîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî I(t∗) òàêæå
èìååò âûïóêëûå ϕ-ñå÷åíèÿ.



Аппроксимация сверху множества достижимости

28

2=ft

y

x



 

Точное

множество достижимости

Аппроксимация

множества достижимости

сверху
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Ïîÿñíèì ñêàçàííîå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü íà÷àëüíîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî � òî÷-
êà â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà èñòèííîå ìíîæåñòâî ïðîãíîçà G(t∗) â íàçíà÷åííûé áóäó-
ùèé ìîìåíò t∗ åñòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ýòîò ìîìåíò. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ åãî
ϕ-ñå÷åíèÿ íåâûïóêëûå. Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîöåäóðà àïïðîêñèìàöèè ñâåðõó äà¼ò ìíîæåñòâî G(t∗) ñ
âûïóêëûìè ϕ-ñå÷åíèÿìè. Êàæäîå ϕ-ñå÷åíèå ýòîãî ìíîæåñòâà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïà-
äàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ϕ-ñå÷åíèÿ òî÷íîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ïðè
ýòîì â ÷èñëåííûõ ïîñòðîåíèÿõ âèä òî÷íîãî ϕ-ñå÷åíèÿ íàìè íå èñïîëüçóåòñÿ.



 

  

y  y  

x  x  

  

Движение информационного множества,  пример 1

29

 

t = 20 c 

t = 32 c 
t = 0 c 

y  

x  

Моменты замеров:  

0, 20, 32 с

Структура информационного 

множества на момент t = 20 c :

до замера (слева) и после 

замера (справа)
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ I(t). Â ïåðâîì ïðèìåðå â
íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 = 0 ñ èñõîäíîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñåãî îäíî ϕ-ñå÷åíèå. Äàëåå
äî ìîìåíòà t = 20 c ñëåäóþùåãî èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî ðàñò¼ò, à ïîñëå ìîìåíòà t = 20c
ðåçêî ñóæàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî âáëèçè âòîðîãî çàìåðà â ìîìåíò t = 32 c.

Ìû ïðåäñòàâëÿåì èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî â âèäå ñîâîêóïíîñòè åãî ϕ-ñå÷åíèé. Íà ïðîìåæóòêå
ìåæäó çàìåðàìè èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî I(t) ðàñò¼ò è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðîãíîçà G(t), ïî-
ñòðîåííûì îò èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà I(t∗) â ìîìåíò t∗ ïðåäûäóùåãî çàìåðà.



 

c 5=t  c 12=t  

c 27=t  

c 34=t  

c 47=t  

c 54=t  

c 67=t  

c 74=t  

y  

x  

Аппроксимация  φ-сечений  прямоугольниками

Движение информационного множества,  пример 2

множества неопределённости : t = 0, 20, 40, 60 c

Нет начальных 

данных

по угловой 

координате
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Âòîðîé ïðèìåð îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 = 0 ñ íåò äàííûõ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå.
Èçâåñòíî ëèøü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ïîëîæåíèå îáúåêòà íàõîäèòñÿ â çàäàííîì êâàäðàòå. Ñëåäóþùèé çà-
ìåð ïðèõîäèò â ìîìåíò t = 20 c. Ìíîæåñòâî íåîïðåäåë¼ííîñòè � öèëèíäð ïî êîîðäèíàòå ϕ ñ ñå÷åíèåì â
âèäå êâàäðàòà. Ïîñëå çàìåðà â ìîìåíò t = 20 c èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî ðåçêî ñóæàåòñÿ è ò.ä. Â äàí-
íîì ïðèìåðå ìû àïïðîêñèìèðîâàëè ñâåðõó ϕ-ñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ôèêñèðîâàííîé îðèåíòàöèè ïî
îñÿì x, y.



Множество достижимости к моменту в симметричном случае

2=ft
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φ по модулю 2πφ  (−, +)
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Äîêëàä áûë ïîñâÿùåí ìíîæåñòâàì äîñòèæèìîñòè ¾â ìîìåíò¿. Êîå-÷òî ÷èñëåííî ñäåëàíî íàìè è äëÿ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ¾ê ìîìåíòó¿. Îäèí èç ïðèìåðîâ ïîêàçàí íà ñëàéäå. Ïðåäñòàâëåííîå ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó tf = 2π åñòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò tf = 2π, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî, èçîáðàæ¼ííîå ò¼ìíî-ñèíèì öâåòîì. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñ íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè èçîáðàæåíà
áåëûì êðóæî÷êîì.

Ñïðàâà ïîêàçàíî òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî, íî ñ óãëîâîé êîîðäèíàòîé, âû÷èñëÿåìîé ïî ìîäóëþ 2π.



Ryo Takei and Richard Tsai.

“Optimal Trajectories of Curvature Constrained Motion in the Hamilton-Jacobi Formulation.”

J. Sci. Comput. 54 (2013): 622-644. 

Построение множества достижимости к моменту

с использованием уравнений типа Гамильтона-Якоби

Множества достижимости к моменту для различных краевых условий
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Ìû çíàåì íåáîëüøîå ÷èñëî àâòîðîâ, êîòîðûå íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ òèïà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà �ßêîáè ïðîñ÷èòûâàëè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó. Íà
ñëàéäå ïîêàçàíû êàðòèíêè èç ñòàòüè äâóõ àâòîðîâ èç ÑØÀ. Óãîë ϕ áåð¼òñÿ ïî ìîäóëþ 2π. Ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè ñëåâà ïîñ÷èòàíî äëÿ òî÷å÷íîãî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà. Â ñåðåäèíå � íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî
åñòü îòðåçîê ïî îñè ϕ. Íà òðåòüåé êàðòèíêå íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïî îñè ϕ, íî
ìîìåíò âðåìåíè áîëüøå. Âèäíî, ÷òî êà÷åñòâî ñ÷¼òà î÷åíü õîðîøåå.
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