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С.С. Кумков

Описываются алгоритмы, входящие в состав программы ре-
шения линейных дифференциальных игр: для построения мно-
жеств уровня функции цены, для конструирования оптималь-
ных стратегий игроков, для обнаружения и классификации син-
гулярных поверхностей. Приводится краткое описание алгорит-
ма параллельной программы. Раскрываются проблемы, возник-
шие при разработке параллельной программы. Рассматривают-
ся библиотеки процедур, написанные для решения этих про-
блем.

1. Основные алгоритмы

Рассматривается линейная антагонистическая дифференци-
альная игра [1]

ẋ = A(t)x+B(t)u+ C(t)v, (1)
x ∈ Rn, u ∈ P, v ∈ Q, φ(xi(T ), xj(T ))

с фиксированным моментом окончания T и выпуклой функцией
платы φ, зависящей от двух компонент xi, xj фазового вектора.

∗Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований, гранты №97–01–00672 и № 99–07–90441.
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Первый (второй) игрок распоряжается управлением u (v), вы-
бирая его из выпуклого компакта P (Q) так, чтобы минимизи-
ровать (максимизировать) значение функции φ в момент T .

Пусть Xi,j(T, t) — матрица, составленная из двух строчек
фундаментальной матрицы Коши, соответствующих координа-
там xi, xj . Тогда замена переменных y(t) = Xi,j(T, t)x(t) обес-
печивает [1] переход к эквивалентной дифференциальной игре
второго порядка по фазовой переменной.

Для линейной дифференциальной игры (1) в начале 80-х го-
дов в Институте математики и механики Уральского отделения
Академии наук были разработаны попятные алгоритмы постро-
ения множеств уровня функции цены [2, 3].

1.1. Построение множеств уровня функции цены

Ниже приводится алгоритм построения множеств уровня
функции цены из статьи [4].

Попятная процедура. Положим, что от игры (1) с функцией
платы φ, зависящей от двух компонент фазового вектора, уже
сделан переход к эквивалентной игре

ẏ = D(t)u+E(t)v,

y ∈ R2, u ∈ P, v ∈ Q, φ(y(T )) (2)
D(t) = Xi,j(T, t)B(t), E(t) = Xi,j(T, t)C(t).

Пусть на промежутке [0, T ] задана последовательность момен-
тов ti : tN = T, . . . , ti = ti+1 − ∆, . . . , t0 = 0, разбивающая
его с шагом ∆. Требуется найти сечение множества уровня
Wc(ti) = {y ∈ R2 : V (ti, y) ≤ c} функции цены V для задан-
ного значения параметра c.

Заменим динамику (2) кусочно-постоянной динамикой

ẏ = D(t)u+E(t)v,
D(t) = D(ti), E(t) = E(ti), t ∈ [ti, ti+1).

(3)

Вместо множеств P и Q будем рассматривать их выпуклые мно-
гогранные аппроксимации P, Q. Также пусть φ̂ — аппроксими-
рующая функция платы, такая что для любого значения c ее
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множество уровня Mc = {y : φ̂(y) ≤ c}, соответствующее этому
значению, является выпуклым многоугольником.

Аппроксимирующая игра (3) выбирается так, что на каж-
дом шаге [ti, ti+1] попятной процедуры мы имеем дело с игрой
с простыми движениями, выпуклыми многогранными ограни-
чениями на управления игроков и выпуклым многоугольным
целевым множеством. Положим Wc(tN ) = Mc. Далее найдем
множество разрешимости Wc(tN−1) игры с простыми движени-
ями, затем Wc(tN−2) и т.д. В качестве результата мы получим
набор выпуклых множеств, которые приближают в метрике Ха-
усдорфа множество уровня Wc функции цены игры (2).

Обозначим P(ti) = −D(ti)P, Q(ti) = E(ti)Q. Опорная функ-
ция l → ρ(l,Wc(ti)) множества Wc(ti) является выпуклой обо-
лочкой [5] функции

γ(l, ti) = ρ(l,Wc(ti+1)) + ∆ρ(l,P(ti))−∆ρ(l,Q(ti)).

Функция γ(·, ti) является положительно-однородной и кусочно-
линейной. При этом свойство локальной выпуклости этой функ-
ции может нарушаться лишь на границе конусов линейности
функции ρ(·,Q(ti)), т.е. на границе конусов, порождаемых нор-
малями к соседним ребрам многоугольника Q(ti).

Алгоритм построения выпуклой оболочки. В дальнейшем аргу-
мент ti в записи функции γ будет опускаться для упрощения
записи. Вместо множеств P(ti), Q(ti) будем писать просто P,
Q. Также вместо Wc(ti) и Wc(ti+1) будем писать Wi

c и Wi+1
c

соответственно.
Конусы линейности γ определяются нормалями к ребрам

многоугольников Wi+1
c , P, Q. Собрав эти нормали и упорядочив

их по часовой стрелке, получим набор векторов L. Набор зна-
чений γ(l) функции γ на векторах l ∈ L обозначим Φ. Наборы
L, Φ полностью описывают функцию γ.

Множество нормалей к многоугольнику Q, упорядоченное
по часовой стрелке, обозначим через S. Набор S будем назы-
вать набором “подозрительных” векторов. Это название связано
с тем, что функция γ наверняка выпукла на конусах, внутрен-
ность которых не содержит нормалей к Q, и нарушение локаль-
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ной выпуклости может происходить лишь только на конусах,
содержащих внутри себя по крайней мере одну нормаль к мно-
гоугольнику Q.

Положим L(1) = L, Φ(1) = Φ, S(1) = S. Шаг с номером (k+1)

процесса овыпукления заключается в замене наборов L(k), Φ(k)

некоторыми другими наборами L(k+1) ⊂ L(k), Φ(k) ⊂ Φ(k+1).
При этом S(k) также подменяется новым набором S(k+1).

Опишем один шаг процесса овыпукления. Положим, что
угол между любыми двумя соседними векторами из набора
L(k), отсчитываемый по часовой стрелке, меньше π. Пусть
l → γ(k)(l) — кусочно-линейная функция, определяемая набора-
ми L(k), Φ(k). Поскольку

L(k) ⊂ L(k−1) ⊂ · · · ⊂ L(1) и Φ(k) ⊂ Φ(k−1) ⊂ · · · ⊂ Φ(1),

то для любого вектора l ∈ L(k) значение γ(k)(l) равно γ(l).
Возьмем вектор l∗ ∈ S(k) и проверим локальную выпуклость

функции γ(k) на конусе, порожденном вектором l∗ и двумя сосед-
ними к нему векторами l− and l+, взятыми по часовой стрелке
и против нее из набора L(k). Другими словами, проверим, яв-
ляется ли неравенство l

′
∗y ≤ γ(l∗) существенным в тройке нера-

венств l
′
−y ≤ γ(l−), l

′
∗y ≤ γ(l∗), l

′
+y ≤ γ(l+). Если эта систе-

ма неравенств совместна, то (в силу упорядоченности векторов
l−, l∗, l+) лишь средний из них может быть несущественным.

Алгоритм проверки существенности: найдем точку y∗, в ко-
торой пересекаются прямые l

′
−y = γ(l−) и l

′
∗y = γ(l∗). Затем

проверим неравенство l
′
+y∗ < γ(l+). Если оно выполняется, то

локальная выпуклость имеет место (среднее неравенство суще-
ственно). В противном случае локальная выпуклость отсутству-
ет (среднее неравенство не является существенным).

В первом случае вектор l∗ исключается из набора S(k). Полу-
ченное множество обозначается S(k+1). При этом L(k+1) = L(k),
Φ(k+1) = Φ(k).

Во втором случае возможны две ситуации. Обозначим че-
рез α угол между векторами l− to l+, отсчитанный по часовой
стрелке:
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• α < π. Вектор l∗ извлекается из набора S(k), и, одновре-
менно, векторы l− and l+ включаются туда. (При этом один из
них или оба уже могут присутствовать там.) Полученный таким
образом новый набор “подозрительных” векторов обозначается
S(k+1). Набор L(k+1) получается из L(k) исключением вектора l∗.
Аналогично, при переходе от Φ(k) к Φ(k+1) оттуда выкидывается
значение γ(k)(l∗) = γ(l∗);

• α ≥ π. Данное неравенство означает, что рассматриваемая
тройка неравенств несовместна. И, стало быть, выпуклая обо-
лочка функции γ не существует, т.е. Wi

c = ∅. Дальнейшие по-
строения прекращаются. (Если α = π, то возможно, что Wc(ti)
является вырожденным многоугольником, т.е. Wc(ti) — точка
или отрезок. В этом случае дальнейшие построения также пре-
кращаются.)

Тем самым завершено описание одного шага овыпукления.
Процесс завершается на шаге с номером j, когда впервые
S(j) = ∅, т.е. когда в первый раз множество “подозрительных”
нормалей становится пустым. Это означает, что функция γ(j),
определяемая наборами L(j) и Φ(j), является локально выпук-
лой всюду. Таким образом, она и является выпуклой оболочкой
функции γ. Другой вариант завершения: на каком-то шаге угол
α между векторами l− и l+ становится больше или равным π
после исключения проверяемого вектора l∗ из набора “подозри-
тельных” векторов. Это означает, что Wi

c = ∅.

1.2. Конструирование оптимальных стратегий

Опишем алгоритм построения оптимальной стратегии перво-
го игрока в случае, когда его управляющий параметр — скаляр
(P — отрезок [−µ, µ]). В этих условиях существует [6] универ-
сальная оптимальная стратегия первого игрока, т.е. стратегия,
оптимальная для всех начальных позиций (t0, x0). Стратегия яв-
ляется устойчивой по отношению к погрешностям аппроксима-
ции (3). Реализовать стратегию можно при помощи некоторой
специальной поверхности S(1), разделяющей трехмерное прост-
ранство (t, y1, y2) эквивалентной игры (2) на две части S

(1)
+ и
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S
(1)
− . Если в момент t состояние системы (1) есть x(t) и соот-

ветствующая ему позиция (t, y(t)) эквивалентной игры принад-
лежит S

(1)
+ , то следует взять U0(t, x(t)) = µ. Если (t, y(t)) при-

надлежит S
(1)
− , то U0(t, x(t)) = −µ. В случае (t, y(t)) ∈ S(1) зна-

чение U0(t, x(t)) можно брать произвольным из [−µ, µ]. Таким
образом, поверхность S(1) является поверхностью переключения
управления, а ее сечение при фиксированном t — линией пере-
ключения.

Поскольку реализация во времени стратегии первого игрока
происходит в дискретной схеме управления, то сечения поверх-
ности переключения достаточно построить лишь для моментов
выбранного в дискретной схеме разбиения промежутка времени
игры. Условимся, что это разбиение принадлежит разбиению,
используемому в попятной процедуре построения сечений моста
Wc в аппроксимирующей игре (3) с целевым множеством Mc.

Пусть t — произвольный момент, для которого нужно по-
строить линию переключения. Выбрав достаточно большое чис-
ло c, зададим разбиение Ω = {0 < c1 < c2 < · · · < cr = c} отрезка
[0, c]. Для каждого ck строим сечение Wck(t) моста Wck при по-
мощи попятной процедуры. Пусть c(t) = cp ∈ Ω — наименьшее
ck, для которого Wck(t) ̸= ∅. Рассматриваем сечения Wck(t) для
ck ≥ c(t). Каждое из множеств Wck(t), k ∈ p, r, замкнуто, вы-
пукло, ограничено. Обходя его границу, найдем точку βk (αk),
где скалярное произведение вектора D(t) = Xi,j(T, t)B на век-
тор внешней нормали к границе Wck(t) меняет знак с плюса на
минус (с минуса на плюс). Перебирая k ∈ p, r, получим набо-
ры βp, βp+1, . . . , βr и αp, αp+1, . . . , αr. Соединив последовательно
точки этих наборов, а также βp с αp, построим ломаную. Ее и
следует взять в качестве линии переключения S(1)(t). Степень
приближения к “идеальной” линии переключения тем выше, чем
меньше диаметр выбранного разбиения отрезка [0, c]. Построе-
ние линии переключения качественно поясняется на рис. 1, где
направление вектора D(t) показано стрелкой.

Вообще говоря, S(1)(t) не разбивает все пространство на две
части. Кривая S(1)(t) однозначно разделяет на две части лишь
полосу Λ(t) на плоскости (y1, y2), составленную из всех прямых,
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Рис. 1. Построение линии переключения

проходящих через Wc(t) параллельно вектору D(t). Однако вы-
бором c можно сделать полосу Λ(t) достаточно большой, чтобы
любое разумное моделируемое движение y(t) системы (2) для
любого момента t находилось в полосе Λ(t). Обозначим ту по-
ловину Λ(t), куда направлен вектор D(t), через S

(1)
− (t), проти-

воположную — S
(1)
+ (t) (на рис. 1 эти части обозначены соот-

ветственно знаками минус и плюс). Содержательно стратегию
U0 первого игрока можно пояснить следующим образом: выби-
рается такое управление u, которое максимально “подтягивает”
положение системы к линии S(1)(t) — в сторону уменьшения c.

Универсальная оптимальная стратегия V 0 второго игро-
ка строится аналогичным образом с заменой вектора D(t) на
E(t) = Xi,j(T, t)C. Знаки областей определяются наоборот: та,
куда направлен вектор E(t), назначается областью положи-
тельного управления, противоположная — отрицательного. Со-
держательно это значит, что второй игрок выбирает управле-
ние максимально “оттягивающее” положение системы от линии
S(2)(t). На самой линии переключения S(2)(t) второго игрока
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управление берется либо ν, либо −ν. Запрет на выбор проме-
жуточных значений управляющего воздействия второго игрока
приводит к тому, что описанная стратегия не является устойчи-
вой к погрешностям численных построений. Однако эффект от
потери устойчивости может проявиться лишь при весьма спе-
циальном управлении первого игрока, когда движение попадает
на поверхность переключения второго игрока и в дальнейшем
скользит вдоль нее. Пренебрегая возможностью специального
изощренного поведения первого игрока, считаем численно по-
строенную стратегию второго игрока практически оптимальной.

В случае, когда управление первого или второго игрока век-
торное, но его компоненты стеснены независимыми ограниче-
ниями (т.е. P или Q являются многомерными параллелепипеда-
ми), поверхности переключения строятся для каждой компонен-
ты управляющего воздействия независимо. При определенных
допущениях стратегия, определенная таким набором поверхно-
стей переключения, является оптимальной.

1.3. Построение сингулярных поверхностей

Под сингулярными поверхностями в теории дифференци-
альных игр понимаются такие множества в игровом простран-
стве, на которых оптимальные движения имеют особенности
(рассеивание, излом, слияние и т.д.). Классификация сингуляр-
ных поверхностей была предложена американским математиком
Р.Айзексом в его книге [7]. Необходимые условия, характеризу-
ющие тот или иной тип сингулярных поверхностей, изучались
А.А.Меликяном [8] и П.Бернаром [9]. Во многих статьях (напри-
мер в [10, 11]) проводится анализ сингулярных поверхностей,
появляющихся в конкретных задачах.

В этом разделе будем считать, что управления обоих игро-
ков являются скалярными, т.е. множества P и Q в системе (1)
являются отрезками. Тогда и множества P(ti) и Q(ti) являются
отрезками в пространстве y1, y2 в любой момент ti.

В разработанном методе обнаружения и классификации син-
гулярных поверхностей базовыми объектами являются сингу-
лярные точки, возникающие на сечениях моста. Регулярными
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точками являются такие, через которые проходит одно опти-
мальное движение под воздействием крайних управлений обо-
их игроков (т.е. управлений, взятых с концов отрезков P и Q).
Сингулярными точками называются точки, не являющиеся ре-
гулярными.

Сингулярные точки появляются на поверхности сечения в
тех местах, где происходит смена управлений игроков. Таким
образом, точки переключения, описывавшиеся в предыдущем
пункте являются сингулярными. Однако предложенный выше
метод не позволяет классифицировать эти точки, т.е. опреде-
лять характер возникающих в них особенностей оптимальных
движений.

Для обнаружения сингулярных точек на очередном сече-
нии моста и их классификации используется информация, на-
капливаемая в процессе построения выпуклой оболочки функ-
ции γ. А именно, отслеживаются нормали, взятые с многоуголь-
ника P(ti) управления первого игрока (P-нормалей) и границы
зон, в которых производилось “подправление” нарушений вы-
пуклости функции γ. (Нарушение выпуклости функции γ может
происходить около направлений, взятых с многоугольника Q(ti)
управления второго игрока — Q-нормалей.)

Возможны три ситуации:
• зона “подправления” не содержит P-нормалей. Тогда воз-

никает особенность рассеивания — точка, которая не принимает
оптимальных движений, но порождает два оптимальных дви-
жения при различных крайних управлениях второго игрока;

• P-нормаль лежит “вдали” от зоны “подправления”. Тогда
возникает ребро “переключения” первого игрока, разделяющее
зоны с разными крайними управлениями первого игрока. На са-
мом ребре оптимальное управление первого игрока может быть
некрайним, т.е. выбираться из внутренности отрезка P;

• P-нормаль является граничной нормалью зоны “подправ-
ления”. В этом случае возникает ситуация экивокальности; т.е.
появляется точка, принимающая оптимальные движения и по-
рождающая два оптимальных движения. Причем одно из них
происходит при крайних управлениях обоих игроков, а другое —
при крайнем управлении второго игрока, но некрайнем первого.
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После построения очередного сечения (после завершения
процесса построения выпуклой оболочки функции γ) на нем
находятся и классифицируются сингулярные точки. По завер-
шении счета моста информация о сингулярных точках на его
сечениях записывается на диск и может быть использована в
дальнейшем. Таким образом, к моменту окончания работы этой
программы никаких сингулярных поверхностей и линий еще не
сформировано. Линии и поверхности строятся позже в програм-
ме визуализации. Вообще задача восстановления сингулярных
поверхностей по отдельным насчитанным точкам и обоснование
корректности такого восстановления сложны сами по себе. В
данный момент принята следующая методика визуального пред-
ставления полученных результатов.

Вначале из отдельных точек, снятых с одного моста, форми-
руются сингулярные линии. При этом на каждом из просчитан-
ных мостов точки соответствующих типов с соседних сечений
соединяются между собой. Однако возникает проблема соедине-
ния точек разного типа (например там, где линия переключения
за первого игрока, сливаясь с линией рассеивания за второго иг-
рока, переходит в экивокальную).

Затем производится соединение сингулярных линий, снятых
с разных мостов. Здесь используется та же идеология, что и
при формировании линий: соединяются точки, имеющие одина-
ковый тип сингулярности. Возникает та же проблема соедине-
ния разнотипных точек. Кроме того, поскольку разные мосты
могут иметь разную длину (один обрывается раньше другого),
то возможна ситуация, когда точке, лежащей на внешнем мо-
сту, не соответствует никакая точка с внутреннего, поскольку
к данному моменту тот уже оборвался. В этом случае происхо-
дит соединение этой точки с внешнего моста с последней точкой
внутреннего моста.

Таким образом, после формирования поверхности у нас име-
ется набор примитивов (маленьких треугольников и четырех-
угольников с вершинами в насчитанных точках), описывающий
сингулярную поверхность.
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2. Параллельная программа

Из приведенного описания счетных алгоритмов видно, что
процедура построения набора одного моста является существен-
но последовательной: последующее сечение не может быть по-
строено и обработано раньше предыдущего. Распараллеливание
процедуры построения и обработки очередного сечения кажет-
ся нецелесообразным, поскольку отдельные ее шаги (построение
выпуклой оболочки, поиск точек переключения и сингулярных
точек) также существенно последовательны и, кроме того, до-
статочно быстры. В то же время построение наборов сечений
разных мостов может вестись независимо.

Поэтому при таком распараллеливании этого алгоритма за-
дача, выполняемая на одном процессоре, — это построение одно-
го моста. Наиболее подходящая схема работы — это “процессор-
ная ферма”. При этом один из процессоров выделяется и назна-
чается “мастером” или “ведущим”, остальные — “рабочие” или
“ведомые”. В обязанности “рабочего” входит выполнение зада-
ния, полученного от “мастера” с дальнейшей выдачей результа-
тов “мастеру” или непосредственно потребителю. Основной за-
дачей “мастера” является синхронизация работы ансамбля про-
цессоров: раздача заданий на счет, прием результатов, управ-
ление доступом к разделяемым внешним ресурсам (например в
случае, когда все “рабочие” должны записывать какую-либо ин-
формацию в один файл на жестком диске) и т.д. Кроме того,
“мастер” сам может осуществлять и счет заданий. Именно так
было сделано при реализации программы, поскольку админи-
стрирование процессорной фермы занимает не слишком много
времени и “мастер” вполне может производить счет.

Оказалось, что различия программ для “мастера” и “рабо-
чего” не слишком велики. Эти выполняемые модули различа-
ются лишь наличием (отсутствием) блока, отвечающим за ад-
министрирование работы процессорной фермы. Поэтому было
решено разрабатывать выполняемый модуль, одинаковый для
“мастера” и “рабочего”. Введены специальные проверки, подав-
ляющие выполнение функций администрирования на рабочем
процессоре. Блок-схема программы приведена на рис. 2.
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Рис. 2. Блок-схема выполняемого модуля
Следует обратить внимание на блок номер 8 “Обращение к

процедуре организации взаимодействия”. Поскольку истинная
вытесняющая многозадачность на машине МВС-100 не реали-
зована, то необходимо явно передавать управление процедуре,
которая отслеживает запущенные межпроцессорные обмены и
инициирует по необходимости новые.

Также необходимо отметить действия, выполняемые в блоке
номер 10 “Запрос на запись линий переключения”. Данные по
поверхностям переключения сводятся в один файл, однако со-
бираются они с разных мостов, т.е. с разных процессоров. Пер-
воначально задания на счет выдавались по возрастанию пара-
метра c. Это было связано с тем, что множества уровня для
меньших значений c имеют, по крайней мере, не большее число
сечений, чем множества для бо́льших c. Следовательно, множе-
ства для меньших c считаются быстрее. Это позволяло “есте-
ственно” синхронизировать поступление данных по линиям пе-
реключения, и они записывались в выходной файл группами
точек, снятыми с одного моста. Но такой подход приводил к
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неэффективному распределению счетных заданий между про-
цессорами. В более новых версиях программы задания выдают-
ся, начиная с бо́льших c, т.е. начиная с самых длинных заданий.
Такое изменение порядка счета привело к рассинхронизации по-
ступления данных по линиям переключения. Это потребовало
дополнительного управления записью в выходной файл, кото-
рое реализовано в этом блоке.

При разработке программы были встречены следующие про-
блемы. Во-первых, рассинхронизация межпроцессорных обме-
нов: может произойти, что один из “рабочих” процессоров совер-
шит аварийную остановку (например из-за некорректной ариф-
метической операции или из-за ошибки защиты памяти при вы-
ходе за границу массива). Тогда происходит “ступор” всей си-
стемы: “мастер” ожидает от этого рабочего каких-либо посылок
до тех пор пока вся задача не будет снята с выполнения по ис-
течении заказанного времени счета. Вторая возможность рас-
синхронизации заключалась в несовпадении длин посылаемого
и принимаемого пакетов. В одной из последних версий систем-
ных библиотек функции обмена контролируют совпадение этих
длин.

Во-вторых, развитие однажды спроектированной системы
обменов требовало значительных усилий. В целом программиро-
вание межпроцессорных обменов весьма напоминало програм-
мирование для системы MS Windows 3.1: обычными были длин-
ные операторы ветвления, которые отслеживали и обрабатыва-
ли те или иные посылки.

В процессе работы над параллельной программой (т.е. в те-
чение 1996–1998 гг.) разработаны библиотеки процедур, устра-
няющие эти недостатки.

2.1. Улучшенные процедуры обмена

Операционной системой предоставляются 6 базовых проце-
дур для организации межпроцессорных обменов (транзакций):
запустить прием/передачу данных, проверить окончание прие-
ма/передачи, дождаться окончания приема/передачи. Как от-
мечалось выше, если одним процессором запущен прием, но с
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другой стороны не запущена передача (или наоборот), то такая
транзакция не будет завершена никогда.

Для устранения такой ошибочной ситуации были написаны
надстройки над стандартными процедурами, которые дополни-
тельно могут прерывать работу системы по истечении таймаута
транзакции. Это означает следующее. При инициировании по-
сылки (приема) запоминается время начала транзакции. Далее
при каждом обращении к какой-либо из процедур обмена прове-
ряются времена, прошедшие с начала каждой транзакции. Ес-
ли хотя бы одна транзакция была начата ранее, чем указан-
ное время, то транзакция считается неуспешной и производится
заданное действие. По умолчанию, таймаут (время ожидания)
выставляется равным 2 мин. Пользователь имеет возможность
менять это время по своему усмотрению.

Стандартно при превышении времени ожидания пользова-
тельская программа уведомляется возвращением специального
кода ошибки. Кроме того, пользователь может заказать в этом
случае прекращение работы программы или выполнение своей
собственной процедуры.

В этой библиотеке предусмотрена возможность ведения жур-
нала (лога) транзакций, в котором отображается информация
по межпроцессорным обменам: номер процессора-инициатора,
номер процессора-получателя, время начала, длина посылаемо-
го (принимаемого) пакета и т.д. Такая информация может ока-
заться полезной при отладке программ.

2.2. Построение системы простейшей кооператив-
ной многозадачности

Одновременно с разработкой параллельной версии проис-
ходила модификация и последовательной программы. Причем
некоторые изменения были настолько кардинальными, что тре-
бовали существенной переработки параллельного алгоритма
и как следствие системы межпроцессорных взаимодействий.
Необходимость облегчить разработку и модификацию системы
обменов привела к написанию следующей библиотеки.
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Рис. 3. Блок-схема менеджера обменов

В целом при построении межпроцессорных обменов исполь-
зована идеология кооперативной многозадачности, которая ре-
ализована, например, в операционной системе MS Windows 3.1.
Общая схема построения и исполнения программ выглядит при
этом следующим образом. Программа пользователя строится не
как единый модуль, а как набор независимых процедур, исполь-
зующих общие данные. Головной программой при этом являет-
ся не модуль пользователя, а некая системная процедура — ядро
системы. При изменении состояния системы (например при за-
вершении обмена) инициируется событие — внутреннее опове-
щение ядра. Возникновение события приводит к вызову ядром
системной или пользовательской процедуры, связанной с дан-
ным событием. Эта процедура называется обработчиком сооб-
щения. Управление возвращается ядру при окончании работы
обработчика сообщения.

Отсюда название “кооперативная многозадачность”: каждый
обработчик сообщения может удерживать управление системой
столь долго, насколько это необходимо. Но при этом система на-
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ходится в его монопольном распоряжении и все прочие процессы
прекращают выполнение.

Следует отметить, что проектирование и написание про-
грамм, ориентированных на выполнение в системе, управляемой
сообщениями, отличается от создания программ классической
архитектуры. Поэтому пользователь должен разработать систе-
мы сообщений, процедуры обработки этих сообщений и проду-
мать взаимодействие обработчиков.

Центральной процедурой при такой организации программы
является процедура менеджера обменов. Общая блок-схема ме-
неджера обменов приведена на рис. 3. Как отмечалось выше,
в данном случае эта процедура является ядром, реализующим
кооперативную многозадачность. В обязанности менеджера об-
менов входит:

1) запуск и своевременное поддержание обменов данными
между процессорами;

2) запуск процедуры пользователя, начинающей счет задачи;

3) синхронизация доступа к разделяемым данным — счетные
задания, общие файлы на жестком диске головной маши-
ны и т.д.

4) своевременная обработка сообщений, генерируемых как
завершением обменов между процессорами, так и пользо-
вательскими процедурами;

5) корректная остановка системы в случае исключительных
ситуаций (аварийные остановы отдельных процессоров,
превышение таймаутов транзакций, нарушение протокола
обмена между процессорами, нарушение доступа к разде-
ляемым данным и т.д.).

Следует отметить, что менеджер обменов не является проце-
дурой, исполняемой на каком-то одном процессоре. На каждом
процессоре исполняется копия менеджера обменов. Управление
системой строится на взаимодействии менеджеров обменов, ис-
полняемых на разных процессорах.

Менеджер обменов имеет возможность программного управ-
ления режимом слежения за состоянием системы. Пользователь
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из своих процедур может по своему усмотрению включать и вы-
ключать протоколирование обменов сообщениями и данными.

К недостаткам такой реализации межпроцессорных обменов
можно отнести некоторое снижение эффективности распаралле-
ливания, возникающее вследствие увеличения доли накладных
расходов при обмене данными. Увеличение накладных расходов
возникает из-за того, что для проверки корректности функци-
онирования системы требуются дополнительные, не запланиро-
ванные пользователям обмены между процессорами. Однако в
случае, когда вычислитель используется для проектирования и
отработки новых алгоритмов, дополнительная надежность си-
стемы, гарантируемая таким подходом к организации взаимо-
действия процессоров, полезна и ускоряет разработку и отладку
программ.

3. Пример

В качестве демонстрационного примера была выбрана игра
“конфликтно-управляемый осциллятор”. Эта игра описывается
следующей динамикой:

ẋ1 = x2 + v,
ẋ2 = −x1 + u,
t ∈ [0; 8], |u| ≤ 1, |v| ≤ 0.9,
φ(x1, x2) = x21 + x22.

На рис. 4 приведены три множества уровня для значений
c = 1.05; 1.4; 2.7. Изображение дано в исходных координа-
тах x1, x2. Обратное время τ идет слева направо. Для рас-
смотрения внутренней структуры этих множеств они рассечены
плоскостью.

На рис. 5 изображены два вида сингулярных поверхностей,
возникающих в этой игре. Следует отметить, что это типичное
строение сингулярных поверхностей для данного класса игр.
Около оси времени располагается рассеивающая поверхность
обоих игроков, которая при удалении от оси времени переходит в
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Рис. 4. Три множества уровня для игры “конфликтно-
управляемый осциллятор”

экивокальную поверхность. При дальнейшем отходе от оси вре-
мени экивокальная поверхность расщепляется на поверхность
переключения первого игрока и рассеивающую поверхность вто-
рого игрока.
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Рис. 5. Сингулярные поверхности для игры “конфликтно-
управляемый осциллятор”.
1 — поверхность переключения первого игрока, 2 — по-
верхность рассеивания второго игрока, 3 — экивокальная
поверхность, 4 — поверхность рассеивания обоих игроков
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