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ÂâåäåíèåÈãðà øî�åð-óáèéöà ïðåäëîæåíà �ó�óñîì Ôèëèïîì Àéçåêñîìè îïèñàíà â îò÷åòå [1℄ äëÿ RAND Corporation â 1951 ã. Çàäà÷àïîäðîáíî èçëîæåíà â åãî êíèãå �Di�erential games� [2℄, âûøåäøåé â1965 ã. è ïåðåâåäåííîé [3℄ íà ðóññêèé ÿçûê â 1967 ã. Â ýòîé çàäà÷å�àâòîìîáèëü� ñ îãðàíè÷åííûì ñíèçó ðàäèóñîì ðàçâîðîòà è ïîñòîÿííîéïî âåëè÷èíå ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ïðåñëåäóåò áåçûíåðöèîííîãî�ïåøåõîäà�, ñêîðîñòü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ.Ñëîâà �àâòîìîáèëü�, �ïåøåõîä� è íàçâàíèå �øî�åð-óáèéöà� îêàçàëèñüíà ðåäêîñòü óäà÷íûìè, õîòÿ â êà÷åñòâå ðåàëüíûõ îáúåêòîâ �. Àéçåêñïîäðàçóìåâàë [4, ñ. 543℄ óïðàâëÿåìóþ òîðïåäó è óâåðòûâàþùèéñÿ îòíå¼ íåáîëüøîé êàòåð.Ïðèâëåêàòåëüíîñòü èãðû ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ åå ÿâíîé ïðèêëàäíîéèíòåðïðåòàöèåé, íî òàêæå è ñ òåì, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê îòíîñèòåëüíûìêîîðäèíàòàì �àçîâûé âåêòîð ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì. Â îòíîñèòåëüíûõêîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó íà ïëîñêîñòè, ÷òîîáåñïå÷èâàåò íàãëÿäíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ãåîìåòðèè îïòèìàëüíûõäâèæåíèé è ñèíãóëÿðíûõ ëèíèé, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå,ñëèÿíèå èëè èçëîì îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé.Íà÷àòîå �. Àéçåêñîì èññëåäîâàíèå áûëî ïðîäîëæåíî ÄæîíîìÂàëåíòèíîì Áðåêâåëëîì è Ýíòîíè Âèëëèòñ Ìåðöåì. Îíèóñîâåðøåíñòâîâàëè ìåòîä Àéçåêñà ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõèãð è îòêðûëè íîâûå òèïû ñèíãóëÿðíûõ ëèíèé äëÿ çàäà÷ íàïëîñêîñòè. Ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ èãðû øî�åð-óáèéöà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî âäèññåðòàöèè Ý. Ìåðöà, âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîäñòâîì Äæ. Áðåêâåëëàâ Ñòýí�îðäñêîì óíèâåðñèòåòå. Ïðîäåëàííàÿ Ý. Ìåðöåì ðàáîòàïðåäñòàâëÿåòñÿ �àíòàñòè÷åñêîé, è åãî äèññåðòàöèÿ, íà íàø âçãëÿä,� ëó÷øåå èññëåäîâàíèå èç òåõ, ÷òî áûëè ïîñâÿùåíû êîíêðåòíûììîäåëüíûì çàäà÷àì.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà � äàíü óâàæåíèÿ íåîöåíèìîìó âêëàäó â òåîðèþäè��åðåíöèàëüíûõ èãð òðåõ âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ: �. Àéçåêñà,Äæ. Áðåêâåëëà è Ý. Ìåðöà. Ìû áëàãîäàðíû Ýëëåí Ñàðå Àéçåêñ,Äæîíó Àëåêñàíäðó Áðåêâåëëó è Ýíòîíè Âèëëèòñ Ìåðöó çàïðåäîñòàâëåííûå èìè ðàíåå íå ïóáëèêîâàâøèåñÿ �îòîãðà�èè(ðèñ. 1�7).



4

�èñ. 1: Ëåâîå �îòî: �ó�óñ Àéçåêñ (îêîëî 1932�1936 ãã.). Ïðàâîå �îòî:�îçà è �ó�óñ Àéçåêñ ñ äî÷åðüþ Ýëëåí â Õàðò�îðäå, Êîííåêòèêóò,ïðåäïîëîæèòåëüíî â 1945 ã. ïåðåä ïåðåõîäîì Àéçåêñà â Íîòð-Äàìñêèéóíèâåðñèòåò.

�èñ. 2: �îçà è �ó�óñ Àéçåêñ ñ äî÷åðüìè Ôðýí è Ýëëåí íà áåðåãó îçåðàÌè÷èãàí, 1947 ã., â ïåðèîä ðàáîòû Àéçåêñà â Íîòð-Äàìñêîì óíèâåðñèòåòå.
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�èñ. 3: �îçà è �ó�óñ Àéçåêñ ó òðàïà êðóèçíîãî êîðàáëÿ (îêîëî 1960 ã.).

�èñ. 4: �ó�óñ Àéçåêñ, ïðîâîäû íà ïåíñèþ (1979 ã.).
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�èñ. 5: Äæîí Áðåêâåëë íà âûïóñêíîì ïðàçäíèêå â Ñòýí�îðäñêîìóíèâåðñèòåòå.

�èñ. 6: Äæîí Áðåêâåëë (àïðåëü 1987 ã.).
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�èñ. 7: Ýíòîíè Ìåðö (ìàðò 2008 ã.).Çíà÷åíèå èãðû øî�åð-óáèéöà òàêæå â òîì, ÷òî îíà ñòèìóëèðîâàëàïîÿâëåíèå íîâûõ çàäà÷ ñ äèíàìèêîé, êàê â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå,íî äðóãèìè öåëÿìè èãðîêîâ. Íàèáîëåå èçâåñòíîé ñðåäè íèõ ÿâëÿåòñÿèãðà ñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿ, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòàõ ÄæîíàÁðåêâåëëà, Äæîçå�à Ëåâèíà è �èðòà ßíà Îëñäåðà.Èíòåðåñíûé âàðèàíò çàäà÷è øî�åð-óáèéöà èññëåäîâàí â ñòàòüÿõ�ðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ïüåðà Êàðäàëèãå, Ìàðêà Êâèíêàìïóà èÏàòðèêà Ñåíò-Ïüåðà. Çäåñü öåëè èãðîêîâ ñòàðûå, íî îãðàíè÷åíèåíà óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèì èïðåñëåäîâàòåëåì.Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå ïîñòàíîâêó, â êîòîðîé óñèëåíûâîçìîæíîñòè ïðåñëåäîâàòåëÿ: îí ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîäâèæíûì.Èçëîæåíèå óêàçàííûõ âûøå çàäà÷ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìèðàñ÷åòà ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíêöèè öåíû ïî àëãîðèòìó, ðàçðàáîòàííîìóàâòîðàìè äàííîãî îáçîðà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ïîäõîäå ê ðåøåíèþäè��åðåíöèàëüíûõ èãð, ðàçâèâàåìîìó â ðàìêàõ íàó÷íîé øêîëûÍèêîëàÿ Íèêîëàåâè÷à Êðàñîâñêîãî (Åêàòåðèíáóðã).Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå óïîìÿíóòû ðàáîòû, ãäå èãðà øî�åð-óáèéöà



8ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåñòîâûé ïðèìåð äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.Îòìå÷àåòñÿ òàêæå, ÷òî èíòåðåñíîé äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿÿâëÿåòñÿ èãðà øî�åð-óáèéöà ñ äâóìÿ öåëåâûìè ìíîæåñòâàìè.Íàñòîÿùåå èçäàíèå ëèøü íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ðàáîòû [5℄,îïóáëèêîâàííîé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Äîáàâëåíû ðèñ. 22�24 èîïèñàíèå ê íèì.



91. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà �. ÀéçåêñàÎáîçíà÷èì èãðîêîâ áóêâàìè P è E. Äèíàìèêà èìååò âèä
P : ẋp = w sin θ E : ẋe = v1

ẏp = w cos θ ẏe = v2

θ̇ = wu/R, |u| ≤ 1 v = (v1, v2)
′, |v| ≤ ρ.

(1)Çäåñü w � âåëè÷èíà ëèíåéíîé ñêîðîñòè, R � ìèíèìàëüíûé ðàäèóñðàçâîðîòà. Íîðìèðóÿ âðåìÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî w = 1, R = 1. Òàêèì îáðàçîì, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõäèíàìèêà çàïèøåòñÿ â âèäå
P : ẋp = sin θ E : ẋe = v1

ẏp = cos θ ẏe = v2

θ̇ = u, |u| ≤ 1 v = (v1, v2)
′, |v| ≤ ν.

(2)Ñîâìåùàÿ íà÷àëî îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàò ñ èãðîêîì P è íàïðàâëÿÿîñü y ïî âåêòîðó åãî ñêîðîñòè, ïåðåéäåì [2℄ ê ñèñòåìå
ẋ = −yu + vx

ẏ = xu − 1 + vy

|u| ≤ 1, v = (vx, vy)′, |v| ≤ ν.
(3)Öåëü èãðîêà P, ðàñïîðÿæàþùåãîñÿ óïðàâëåíèåì u, � ïðèâåñòè�àçîâûé âåêòîð êàê ìîæíî ñêîðåå íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî

M � êðóã ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âòîðîé èãðîê,ðàñïîðÿæàþùèéñÿ óïðàâëåíèåì v, ïðåïÿòñòâóåò ýòîìó. Óïðàâëåíèÿñòðîÿòñÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè.Âèäíî, ÷òî îïèñàíèå çàäà÷è ñîäåðæèò äâà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà
ν è r.�. Àéçåêñ èññëåäîâàë çàäà÷ó äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé óêàçàííûõïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóÿ ñâîé ìåòîä ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõèãð. Îñíîâîé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîïÿòíîå ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòèêñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðîâîäèòñÿçàïîëíåíèå ðåãóëÿðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íåêîòîðîé ïåðâè÷íîéîáëàñòè, çàòåì âòîðè÷íîé îáëàñòè è ò.ä. Èòîãîâûå õàðàêòåðèñòèêèíà ïëîñêîñòè �àçîâûõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò ñ îïòèìàëüíûìèòðàåêòîðèÿìè.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, èãðà øî�åð-óáèéöà áûëà âïåðâûå îïèñàíà�. Àéçåêñîì â åãî îò÷åòå 1951 ã. Îáëîæêà îò÷åòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.



10Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíû êàðòèíêè èç êíèãè �. Àéçåêñà [2℄. �åøåíèåçàäà÷è ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Âåðõíÿÿ ÷àñòü îñèîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþ ëèíèþ, íà êîòîðóþ ïîäóãëîì ïðèõîäÿò (ðèñ. 9À) â ïðÿìîì âðåìåíè îïòèìàëüíûå äâèæåíèÿè çàòåì èäóò ïî íåé ê òåðìèíàëüíîìó ìíîæåñòâó. Ïî òåðìèíîëîãèè�. Àéçåêñà, ýòî � óíèâåðñàëüíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ. Ó÷àñòîê îñèîðäèíàò, ïðèìûêàþùèé ñíèçó ê òåðìèíàëüíîìó ìíîæåñòâó, � òàêæåóíèâåðñàëüíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ: îïòèìàëüíûå äâèæåíèÿ èäóò ïîíåé âíèç. Äàëåå óíèâåðñàëüíàÿ ëèíèÿ ïåðåõîäèò â ðàññåèâàþùóþ. Èçëþáîé òî÷êè íà íåé îïòèìàëüíûå äâèæåíèÿ ðàñõîäÿòñÿ. Íà áàðüåðíîéëèíèè B �óíêöèÿ öåíû èãðû ðàçðûâíà. Ïîëîæèòåëüíîé íàçîâåì

�èñ. 8: Îáëîæêà îò÷åòà �. Àéçåêñà [1℄ äëÿ RAND Corporation.
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�èñ. 9: �èñóíêè èç êíèãè �. Àéçåêñà, ïîÿñíÿþùèå ðåøåíèå èãðûøî�åð-óáèéöà.òó ñòîðîíó áàðüåðíîé ëèíèè, ãäå öåíà ìåíüøå. Ïðîòèâîïîëîæíóþñòîðîíó ñ÷èòàåì îòðèöàòåëüíîé.Èç òî÷êè îêîí÷àíèÿ áàðüåðíîé ëèíèè ïî êàñàòåëüíîé îòõîäèòýêèâîêàëüíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ (ðèñ. 9Á). Îíà ðàçäåëÿåò äâåðåãóëÿðíûå îáëàñòè. Îïòèìàëüíûå äâèæåíèÿ, ïîïàäàÿ íà ýòó ëèíèþ,ðàñùåïëÿþòñÿ: îäíî èäåò ïî ýêèâîêàëüíîé ëèíèè, äðóãîå � ñõîäèò ñíåå â ïðèìûêàþùóþ ñïðàâà ðåãóëÿðíóþ îáëàñòü.Ýêèâîêàëüíàÿ ëèíèÿ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ, êîòîðîå ÿâíî íå èíòåãðèðóåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèèöåíû â îáëàñòè ìåæäó ýêèâîêàëüíîé è áàðüåðíîé ëèíèÿìè íåò ÿâíîãîîïèñàíèÿ. Íàèáîëåå òðóäíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ �òûëüíàÿ�÷àñòü ýòîé îáëàñòè (ðèñ. 9Á, çàøòðèõîâàííûé êóñîê), îáîçíà÷åííàÿ ó�. Àéçåêñà çíàêîì âîïðîñà. Çäåñü îí íå ñóìåë ïîëó÷èòü ðåøåíèå.Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíû ìíîæåñòâà óðîâíÿ W (τ) = {(x, y) : V (x, y) ≤ τ}�óíêöèè öåíû V (x, y) äëÿ ν = 0.3, r = 0.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû,ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 10 è ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ, ïîëó÷åíû ïðèïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî àâòîðàìè àëãîðèòìà [6℄. Ëèíèè íà ãðàíèöåìíîæåñòâ W (τ), τ > 0, äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y) êîòîðûõ âûïîëíåíîðàâåíñòâî V (x, y) = τ , áóäåì íàçûâàòü �ðîíòàìè (èçîõðîíàìè).Ïîïÿòíîå â îáðàòíîì âðåìåíè τ ïîñòðîåíèå �ðîíòîâ, íà÷èíàÿ ñ



12ãðàíèöû òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà, ñîñòàâëÿåò îñíîâó àëãîðèòìà.Ñïåöèàëüíàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà äëÿ âèçóàëèçàöèè ãðà�èêîâ�óíêöèè öåíû äè��åðåíöèàëüíûõ èãð áûñòðîäåéñòâèÿ ðàçðàáîòàíàÂëàäèìèðîì Ëàçàðåâè÷åì Àâåðáóõîì è Îëåãîì Àëåêñàíäðîâè÷åìÏûõòååâûì [7℄.Ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðèñ. 10 âûïîëíåíû ñ øàãîì ∆ = 0.01 è äîâåäåíûäî ìîìåíòà τf = 10.3. Øàã âûâîäà �ðîíòîâ δ = 0.1. Íà ðèñ. 11ïðåäñòàâëåí ãðà�èê �óíêöèè öåíû. Ôóíêöèÿ öåíû ðàçðûâíà íàáàðüåðíîé ëèíèè è íà ÷àñòè ãðàíèöû òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �óíêöèÿ öåíû äè��åðåíöèðóåìà âóïîìÿíóòîé âûøå òûëüíîé ÷àñòè.Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå èãðû øî�åð-óáèéöà öåëåâîå ìíîæåñòâî� êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðàòåðìèíàëüíîãî êðóãà ñ îñè y òåðÿåòñÿ ñèììåòðèÿ ðåøåíèÿîòíîñèòåëüíî ýòîé îñè. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ñòðóêòóðà �ðîíòîâïî îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó îò áàðüåðíûõ ëèíèé ìîæåò áûòü âåñüìàñëîæíîé. Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 12. Öåíòðòåðìèíàëüíîãî êðóãà ðàäèóñîì 0.075 íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
mx = 1, my = 1.5. Øàã ïîïÿòíûõ ïîñòðîåíèé ∆ = 0.01. Ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå öåíû èãðû äëÿ âû÷èñëåííûõ �ðîíòîâ, ðàâíîå 9.5, äîñòèãàåòñÿâ òî÷êå, ëåæàùåé âî âòîðîì êâàäðàíòå. Ôðîíòû âûâåäåíû ñ øàãîì
δ = 0.08. Íà ðèñ. 13 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê �óíêöèè öåíû èãðû.
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-8 -6 -4 -2  0  2  4  6  8�èñ. 10: Ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû èãðû äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è;ïàðàìåòðû èãðû ν = 0.3 è r = 0.3; ïîïÿòíûå ïîñòðîåíèÿ ïðîäåëàíû äîìîìåíòà âðåìåíè τf = 10.3 ñ øàãîì ∆ = 0.01, øàã âûâîäà �ðîíòîâ δ = 0.1.

�èñ. 11: �ðà�èê �óíêöèè öåíû; ν = 0.3, r = 0.3.
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�èñ. 12: Íåòðèâèàëüíàÿ ñòðóêòóðà �ðîíòîâ ïðè ñäâèíóòîì öåëåâîììíîæåñòâå; ν = 0.3, τf = 9.5, ∆ = 0.01, δ = 0.08. Öåëåâîå ìíîæåñòâî � êðóãðàäèóñîì r = 0.075 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 1.5).

x
y�èñ. 13: �ðà�èê �óíêöèè öåíû èãðû ïðè ñäâèíóòîì öåëåâîì ìíîæåñòâå;

ν = 0.3, r = 0.075.



152. Èññëåäîâàíèÿ Äæ. Áðåêâåëëà è Ý. ÌåðöàÄæ. Áðåêâåëë è Ý. Ìåðö ïðîäîëæèëè èçó÷åíèå èãðû øî�åð-óáèéöàâ ïîñòàíîâêå �. Àéçåêñà. Èõ ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî è î÷åíü êðàòêîîïèñàíû â ðàáîòàõ [8,9℄. Ïîëíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â äèññåðòàöèèÝ. Ìåðöà [10℄. Òèòóëüíûé ëèñò äèññåðòàöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 14.Ý. Ìåðö ðàçáèë äâóìåðíóþ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà 20ïîäîáëàñòåé. Äëÿ êàæäîé èç íèõ îí èññëåäîâàë êà÷åñòâåííóþñòðóêòóðó îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé è òèï ñèíãóëÿðíûõ ëèíèé. Âñåîïèñàííûå �. Àéçåêñîì äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð íà ïëîñêîñòèñèíãóëÿðíûå ëèíèè (ðàññåèâàþùèå, óíèâåðñàëüíûå, ýêèâîêàëüíûå,

�èñ. 14: Òèòóëüíûé ëèñò äèññåðòàöèè Ý. Ìåðöà.



16ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ) ïðèñóòñòâóþò â çàäà÷å øî�åð-óáèéöà ïðè òîìèëè èíîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ. Â ñâîåé äèññåðòàöèè Ý. Ìåðö ïðåäëîæèëâûäåëèòü íåêîòîðûå ïîäòèïû è ðàññìàòðèâàòü èõ îòäåëüíî. Òàê,îí ââåë ïîíÿòèå �îêàëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ ëèíèé (óíèâåðñàëüíûå, íîñ êàñàòåëüíûì ïîäõîäîì îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé). Ôóíêöèÿ öåíûíåäè��åðåíöèðóåìà íà �îêàëüíûõ ëèíèÿõ.Íà ðèñ. 15 äàíû ðèñóíîê èç äèññåðòàöèè Ý. Ìåðöà è òàáëèöà,ïîêàçûâàþùèå ðàçáèåíèå äâóìåðíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (Ý. Ìåðöèñïîëüçîâàë äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèìâîëû γ, β) íà ïîäîáëàñòèñ îïðåäåëåííûì íàáîðîì ñèíãóëÿðíûõ (exeptional) ëèíèé.

.

�èñ. 15: �àçáèåíèå äâóìåðíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íà ïîäîáëàñòè.



17Â äèññåðòàöèè î÷åíü ìíîãî ðèñóíêîâ, ïîÿñíÿþùèõ òèï ñèíãóëÿðíûõëèíèé è õàðàêòåð îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé. �àññìàòðèâàÿ èõ, íåòðóäíîóëîâèòü çàêîíîìåðíîñòè ïåðåñòðîéêè ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ ïðèèçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ.Íà ðèñ. 16 äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäîáëàñòè IIe, ïîêàçàíõàðàêòåð îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé â ÷àñòè ïëîñêîñòè, ïðèìûêàþùåéê îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíå áàðüåðà. Ýòî òà òûëüíàÿ ÷àñòü, ãäå ó�. Àéçåêñà áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ. Äëÿ ïàðàìåòðîâ èç ïîäîáëàñòè IIeñèòóàöèÿ âåñüìà ñëîæíàÿ.Ñèìâîë PDL îçíà÷àåò ðàññåèâàþùóþ ëèíèþ çà èãðîêà P . Èç êàæäîéåå òî÷êè âûõîäÿò äâà îïòèìàëüíûõ äâèæåíèÿ. Ñáðîñ äâèæåíèé â òóèëè èíóþ ñòîðîíó ðåãóëèðóåòñÿ èãðîêîì P . Ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ SE(swith envelope) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïòèìàëüíûå

�èñ. 16: Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé â òûëüíîé ÷àñòè äëÿïîäîáëàñòè IIe.
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�èñ. 17: Ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû èãðû äëÿ ïàðàìåòðîâ èçïîäîáëàñòè IId; ν = 0.7, r = 0.3; τf = 35.94, ∆ = 0.006, δ = 0.12.äâèæåíèÿ ïîäõîäÿò ê íåé ñ êàñàíèåì. Äàëåå îäíî äâèæåíèå èäåò ïîýòîé êðèâîé, à äðóãîå (ðàâíîöåííîå åìó) ñõîäèò ñ íåå ïîä óãëîì. Òàêèìîáðàçîì, ëèíèÿ SE ïîõîæà íà ýêèâîêàëüíóþ ñèíãóëÿðíóþ ëèíèþ.Ý. Ìåðö ïðèâîäèò äîâîäû, ó÷èòûâàÿ êîòîðûå, ëó÷øå ðàññìàòðèâàòüåå êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé òèï ñèíãóëÿðíîé ëèíèè.Ñèìâîë FL îçíà÷àåò �îêàëüíóþ ëèíèþ.Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû ëèíèè ãðàíèöû ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíêöèèöåíû (äðóãèìè ñëîâàìè, èçîõðîíû, �ðîíòû). Ôóíêöèÿ öåíû íåÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé íà ëèíèè, ñîñòàâëåííîé èç êðèâûõ PDL,SE, FL, SE.Àâòîðû äàííîé ðàáîòû ïîòðàòèëè ìíîãî óñèëèé, ÷òîáû ÷èñëåííîïîñòðîèòü �óíêöèþ öåíû äëÿ ïàðàìåòðîâ èç ïîäîáëàñòè IIe. Ýòî íåóäàëîñü. À èìåííî, ïðè ñ÷åòå íå ïîëó÷àåòñÿ ëèíèÿ èçëîìà �ðîíòîâ,êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïî îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó îò áàðüåðà. Îäíî èçâîçìîæíûõ îáúÿñíåíèé òàêîé íåóäà÷è ñëåäóþùåå: ñèòóàöèÿ íàñòîëüêîòîíêàÿ, ÷òî îíà �íå ëîâèòñÿ� äàæå ïðè î÷åíü �ìåëêîé� äèñêðåòèçàöèè.Ïðîñ÷åò ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíêöèè öåíû äëÿ ïîäîáëàñòåé, ãäåñòðóêòóðà ðåøåíèÿ áûñòðî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ,ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê �âûçîâ� äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâäè��åðåíöèàëüíûõ èãð, ðàçðàáàòûâàåìûõ â ðàçíûõ êîëëåêòèâàõ âíàñòîÿùåå âðåìÿ.Íà ðèñ. 17 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñ÷åòà, êîãäà â òûëüíîé ÷àñòèïðèñóòñòâóþò èçëîìû �ðîíòîâ. Íî çäåñü âçÿòû ïàðàìåòðû íå èç
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�èñ. 18: Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé äëÿ ïîäîáëàñòè IV.ïîäîáëàñòè IIe, à èç ïîäîáëàñòè IId. Äëÿ ýòîé ïîäîáëàñòè èñ÷åçàåò�îêàëüíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ, õîòÿ îñòàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ ëèíèÿ SE.Äëÿ íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòåé ïàðàìåòðîâ ïðîïàäàåò áàðüåðíàÿëèíèÿ, íà êîòîðîé �óíêöèÿ öåíû âíå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâàðàçðûâíà. Íà ðèñ. 18 ïðèâåäåíà êàðòèíêà èç äèññåðòàöèè Ý. Ìåðöà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäîáëàñòè IV. (Ý. Ìåðö, êàê è �. Àéçåêñ,äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ èãðîêà P èñïîëüçîâàë ñèìâîë ϕ. Âäàííîé ðàáîòå åìó ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîë u.) Äëÿ ýòîé ïîäîáëàñòèíåò áàðüåðíîé ëèíèè. Ý. Ìåðöåì îïèñàíà î÷åíü èíòåðåñíàÿòðàíñ�îðìàöèÿ áàðüåðíîé ëèíèè â äâå áëèçêî ðàñïîëîæåííûåðàññåèâàþùèå ëèíèè èãðîêîâ P è E. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå îïòèìàëüíûåäâèæåíèÿ èäóò ïî ãðàíèöå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà, â îäíîé ÷àñòè �ââåðõ, â äðóãîé � âíèç. Èññëåäîâàíèå òàêîãî �åíîìåíà ïðåäñòàâëÿåòáîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ.×èñëåííî ïîñòðîåííûå ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû äëÿ



20ïàðàìåòðîâ ν, r èç ïîäîáëàñòè IV ïîêàçàíû íà ðèñ. 19. Ïðèðàññìàòðèâàíèè ðèñ. 19 ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî èìååòñÿ áàðüåðíàÿëèíèÿ, íà êîòîðîé �óíêöèÿ öåíû ðàçðûâíà. Ýòî íåâåðíî. Ïðîèñõîäèòèìåííî òî, ÷òî îáúÿñíåíî íà ðèñ. 18.Óâåëè÷åííûå �ðàãìåíòû ÷èñëåííûõ ïîñòðîåíèé äàíû íà ðèñ. 20, 21(ìàñøòàá ïî îñè y äëÿ ðèñ. 21 áîëüøå ìàñøòàáà ïî îñè x). Ëèíèÿ èçóãëîâûõ òî÷åê ñâåðõó îò îáëàñòè ñãóùåíèÿ �ðîíòîâ � ðàññåèâàþùàÿçà èãðîêà E. Ëèíèÿ èç óãëîâûõ òî÷åê ñíèçó, ïðàêòè÷åñêè èäóùàÿ ïîíèæíåìó êðàþ îáëàñòè ñãóùåíèÿ, � ðàññåèâàþùàÿ çà èãðîêà P .
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�èñ. 19: Ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû èãðû; ν = 0.7, r = 1.2; τf = 24.22,
∆ = 0.005, δ = 0.1.
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�èñ. 20: Óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ðèñ. 19. Øàã âûâîäà �ðîíòîâ âáëèçè
τf = 24.22 óìåíüøåí äî δ = 0.005.
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�èñ. 21: Óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ðèñ. 19.
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�èñ. 22: �ðà�èê �óíêöèè öåíû èãðû; ν = 0.7, r = 1.2. Íàíåñåíû ëèíèèóðîâíÿ �óíêöèè öåíû. Âèäíà êðèâàÿ èçëîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèè PDLíà ðèñ. 18.Â çîíå ñãóùåíèÿ �óíêöèÿ öåíû íåïðåðûâíà. ×òîáû óâèäåòü, ãäåíàõîäèòñÿ (â ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè ïëîñêîñòè) òî÷êà ñ ìàêñèìàëüíûìçíà÷åíèåì �óíêöèè öåíû, íà ðèñ. 20 âûâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå�ðîíòû. Òî÷êà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåíû èìååò êîîðäèíàòû
x = 1.1, y = 0.92. Çíà÷åíèå �óíêöèè öåíû â íåé ðàâíî 24.22.�ðà�èê �óíêöèè öåíû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ïîêàçàí íàðèñ. 22. Íà ãðà�èêå íàíåñåíû ëèíèè óðîâíÿ. Îíè ïîìîãàþò óâèäåòüäâå êðèâûå èçëîìà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò (ñ ó÷åòîì ñèììåòðèèîòíîñèòåëüíî îñè y) ðàññåèâàþùèì ñèíãóëÿðíûì ëèíèÿì EDL è PDLíà ïëîñêîñòè x, y, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 18. Ñîõðàíèì çà êðèâûìè èçëîìàíà ãðà�èêå �óíêöèè öåíû îáîçíà÷åíèÿ EDL è PDL. �àêóðñ è ìàñøòàáðèñ. 23 ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû õîðîøî áûëà âèäíà ÷àñòü ãðà�èêà, ãäåçàðîæäàåòñÿ êðèâàÿ EDL. Íà÷àëî êðèâîé îáîçíà÷åíî áóêâîé A. Íàðèñ. 24 ïîêàçàíà ÷àñòü ãðà�èêà îêîëî òî÷êè B, ãäå çàêàí÷èâàåòñÿëèíèÿ EDL (ïðè ïåðåìåùåíèè ïî ëèíèè EDL îò òî÷êè A ê òî÷êå
B öåíà èãðû âîçðàñòàåò) è îäíîâðåìåííî íà÷èíàåòñÿ ëèíèÿ PDL.Êðèâàÿ èçëîìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ãëàäêèì ïðîäîëæåíèåì ëèíèè EDL (ñóâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè öåíû), óæå íå ÿâëÿåòñÿ ðàññåèâàþùåé.Êàê óêàçàíî íà ðèñ. 18, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêèâîêàëüíóþñèíãóëÿðíóþ ëèíèþ.
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A EDL�èñ. 23: Ôðàãìåíò ãðà�èêà �óíêöèè öåíû äëÿ òåõ æå ïàðàìåòðîâ, ÷òî èíà ðèñ. 22. Â òî÷êå A íà÷èíàåòñÿ êðèâàÿ èçëîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèèEDL íà ðèñ. 18.

EDLPDL B�èñ. 24: Ôðàãìåíò ãðà�èêà �óíêöèè öåíû äëÿ òåõ æå ïàðàìåòðîâ, ÷òî èíà ðèñ. 22. Â òî÷êå B íà÷èíàåòñÿ êðèâàÿ èçëîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèèPDL íà ðèñ. 18.



243. Èãðà ñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿÂ äèññåðòàöèè [11℄ Äæ. Ëåâèíà (âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîäñòâîìÄæ. Áðåêâåëëà), â ñîâìåñòíîé ñòàòüå [12℄ Äæ. Áðåêâåëëà èÄæ. Ëåâèíà, à òàêæå â ñòàòüå [13℄ Äæ. Ëåâèíà è �. ß. Îëñäåðàäèíàìèêà è îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ òå æå, ÷òî è â çàäà÷å�. Àéçåêñà, íî öåëè èãðîêîâ äðóãèå. Òåïåðü èãðîê E ïûòàåòñÿ êàêìîæíî ñêîðåå ïðèâåñòè �àçîâûé âåêòîð íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî
M , èãðîê P ïðåïÿòñòâóåò ýòîìó. Â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâàâ ïåðâûõ äâóõ èç óêàçàííûõ ðàáîò âçÿòî äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìóêðóãó ñ öåíòðîì â íóëå. Â òðåòüåé ðàáîòå òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî �äîïîëíåíèå äî îòêðûòîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â íóëå.Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðèìåíèòåëüíî ê èñõîäíîìó îïèñàíèþ,ãäå ðàññìàòðèâàëèñü äâà äâèæóùèõñÿ îáúåêòà: èãðîê E ïûòàåòñÿêàê ìîæíî ñêîðåå âûéòè èç ãåîìåòðè÷åñêè ñâÿçàííîé ñ òåêóùèìïîëîæåíèåì èãðîêà P çîíû îáíàðóæåíèÿ, à èãðîê P , íàîáîðîò,ñòàðàåòñÿ ïðîäåðæàòü ïðîòèâíèêà êàê ìîæíî äîëüøå â ýòîé çîíå.Òàêóþ çàäà÷ó íàçâàëè èãðîé ñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿ. Ïðè ååèññëåäîâàíèè Äæ. Áðåêâåëë, Äæ. Ëåâèí è �. ß. Îëñäåð òàêæå èñïîëü-çîâàëè ìåòîäèêó �. Àéçåêñà.Îäèí ðèñóíîê èç äèññåðòàöèè Äæ. Ëåâèíà ïîêàçàí íà ðèñ. 25A, èîäèí ðèñóíîê èç ñòàòüè Äæ. Ëåâèíà è �. ß. Îëñäåðà äàí íà ðèñ. 25Á.Â èãðå ñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿ ñ êîíè÷åñêèì öåëåâûì ìíî-æåñòâîì ëåãêî îáíàðóæèâàþòñÿ è ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñèòóàöèèïåðåõîäà îò êîíå÷íûõ çíà÷åíèé �óíêöèè öåíû ê áåñêîíå÷íûìçíà÷åíèÿì.Íà ðèñ. 26 ïðåäñòàâëåíû ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû èãðûäëÿ ïÿòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α, çàäàþùåãî ïîëóðàñòâîð íåâûïóêëîãîêîíóñà îáíàðóæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è ñèììåòðè÷íîîòíîñèòåëüíî îñè y, òî íà ÷åòûðåõ èç ïÿòè ðèñóíêîâ ïîêàçàíà òîëüêîïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü. Êàðòèíêè óïîðÿäî÷åíû ïî óìåíüøåíèþ óãëà α.Íà ïåðâîì ðèñóíêå �óíêöèÿ öåíû êîíå÷íà â ìíîæåñòâå,ïðèìûêàþùåì ê òåðìèíàëüíîìó êîíóñó è îãðàíè÷åííîìó êðèâîé
a′b′cba. Ýòî ìíîæåñòâî çàïîëíåíî �ðîíòàìè (èçîõðîíàìè). Ôóíêöèÿöåíû ðàâíà íóëþ íà òåðìèíàëüíîì ìíîæåñòâå. Âíå îáúåäèíåíèÿöåëåâîãî ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà, çàïîëíåííîãî �ðîíòàìè, öåíà èãðûáåñêîíå÷íà.Íà òðåòüåì ðèñóíêå ìû âèäèì ñèòóàöèþ ñãóùåíèÿ �ðîíòîâ. Çäåñüöåíà èãðû áåñêîíå÷íà íà ëèíèè fe è êîíå÷íà íà äóãå ea. Ôóíêöèÿöåíû òåðïèò êîíå÷íûé ðàçðûâ íà äóãå be. �ðà�èê �óíêöèè öåíû,



25A

Á

�èñ. 25: (A) �èñóíîê èç äèññåðòàöèè Äæ. Ëåâèíà. Êðóãîâàÿ çîíàîáíàðóæåíèÿ. (Á) �èñóíîê èç ñòàòüè Äæ. Ëåâèíà è �. ß. Îëñäåðà. Çîíàîáíàðóæåíèÿ � âûïóêëûé êîíóñ.
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x�èñ. 26: Èãðà ñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿ. Çàêîíîìåðíîñòü èçìåíåíèÿñòðóêòóðû �ðîíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëóðàñòâîðà α íåâûïóêëîãî êîíóñàîáíàðóæåíèÿ; ν = 0.588, ∆ = 0.017, δ = 0.17.ñîîòâåòñòâóþùèé òðåòüåìó ðèñóíêó, äàí íà ðèñ. 27A.Âòîðîé ðèñóíîê õàðàêòåðèçóåò ïîãðàíè÷íóþ ñèòóàöèþ ìåæäó òåìè,÷òî áûëè íà ïåðâîì è òðåòüåì ðèñóíêàõ.
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Á

A

�èñ. 27: Ôóíêöèÿ öåíû â èãðå ñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿ. (A) ν = 0.588,
α = 130◦, (Á) ν = 0.588, α = 121◦.Íà ïÿòîì ðèñóíêå �ðîíòû ñ ìåäëåííîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿâïðàâî è â ïðåäåëå ïðè ñòðåìëåíèè îáðàòíîãî âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòèçàïîëíÿþò (âíå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà) âñþ ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü.�èñ. 27Á äàåò ãðà�èê �óíêöèè öåíû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.×åòâåðòûé ðèñóíîê õàðàêòåðèçóåò ïîãðàíè÷íóþ ñèòóàöèþ ïîîòíîøåíèþ ê òåì, ÷òî ïîêàçàíû íà òðåòüåì è ïÿòîì ðèñóíêàõ.



284. Àêóñòè÷åñêàÿ çàäà÷à øî�åð-óáèéöàÂåðíåìñÿ ê çàäà÷àì, ãäå èãðîê P ìèíèìèçèðóåò, à èãðîê Eìàêñèìèçèðóåò âðåìÿ ïåðåâîäà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M.Â ðàáîòàõ [14,15℄ Ï. Êàðäàëèãå, Ì. Êâèíêàìïóà è Ï. Ñåíò-Ïüåððàññìîòðåëè �àêóñòè÷åñêèé� âàðèàíò èãðû øî�åð-óáèéöà, ïðåäëîæåí-íûé Ïüåðîì Áåðíàðîì [16℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìå (3)îãðàíè÷åíèå ν íà óïðàâëåíèå èãðîêà E çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ (x, y).À èìåííî,
ν(x, y) = ν∗ min

{

1,
√

x2 + y2/s
}

, s > 0.Çäåñü ν∗, s � ïàðàìåòðû çàäà÷è.Ïðèêëàäíîé àñïåêò: îáúåêò E íå äîëæåí ñèëüíî �øóìåòü�, åñëèðàññòîÿíèå ìåæäó íèì è îáúåêòîì P ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà s.Ï. Êàðäàëèãå, Ì. Êâèíêàìïóà è Ï. Ñåíò-Ïüåð èññëåäîâàëè àêó-ñòè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî èìè ìåòîäà ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð, âîñõîäÿùåãî ê òåîðèè âûæèâàåìîñòè[17℄. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â àêóñòè÷åñêîé çàäà÷å ìîæíî òàêïîäîáðàòü ïàðàìåòðû, ÷òî âíóòðè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ãäå öåíàèãðû êîíå÷íà, îáðàçóåòñÿ �äûðêà�, äëÿ ëþáîé òî÷êè êîòîðîé öåíàèãðû áåñêîíå÷íà. Îñîáåííî ëåãêî ñêîíñòðóèðîâàòü òàêóþ ñèòóàöèþâ ñëó÷àå, êîãäà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà,âûòÿíóòîãî âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè.Íà ðèñ. 28, 29 ïîêàçàí ïðèìåð àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è ñ äûðêîé.Èçîáðàæåíû ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû è ãðà�èê �óíêöèèöåíû. Âíå ìíîæåñòâà, çàïîëíåííîãî �ðîíòàìè, çíà÷åíèå �óíêöèèöåíû ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Àêêóðàòíîå òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèåâîçíèêàþùåé äûðêè è ïðîñ÷åò (àíàëèòè÷åñêèé èëè ÷èñëåííûé)�óíêöèè öåíû âáëèçè ãðàíèöû äûðêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîéçàäà÷åé.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûøåîïèñàííàÿ äûðêà îòäåëåíà îò òåðìèíàëüíîãîìíîæåñòâà. Íà ðèñ. 30 ïîêàçàíû ìíîæåñòâà óðîâíÿ äëÿ äðóãîãîíàáîðà ïàðàìåòðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà�èê �óíêöèè öåíûïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 31. Çäåñü òàêæå âîçíèêàåò äûðêà ñ áåñêîíå÷íûìçíà÷åíèåì �óíêöèè öåíû. Íî ýòà äûðêà ïðèìûêàåò ê òåðìèíàëüíîìóìíîæåñòâó M . Åå ëåãêî ïðîñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ áàðüåðíûå ëèíèè,âûïóùåííûå èç íåêîòîðûõ òî÷åê íà ãðàíèöå ∂M .
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�èñ. 28: Ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû â àêóñòè÷åñêîé çàäà÷å; ν∗ = 1.5,
s = 0.9375; ∆ = 0.00625, δ = 0.0625.

y

x

�èñ. 29: �ðà�èê �óíêöèè öåíû â àêóñòè÷åñêîé çàäà÷å; ν∗ = 1.5, s = 0.9375.
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�èñ. 30: Ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû â àêóñòè÷åñêîé çàäà÷å; ν∗ = 1.4,
s = 2.5; ∆ = 1/30, δ = 1/6.

yx�èñ. 31: �ðà�èê �óíêöèè öåíû â àêóñòè÷åñêîé çàäà÷å; ν∗ = 1.4, s = 2.5.



315. Èãðà ñ áîëåå ïîäâèæíûì èãðîêîì PÌîäåëü äèíàìèêè èãðîêà P � ïðîñòåéøàÿ ñðåäè èñïîëüçóåìûõ âìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ (èëèñàìîëåòà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè). Â ýòîé ìîäåëè òðàåêòîðèÿìèÿâëÿþòñÿ ëèíèè îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû. Â ñòàòüå [18℄ ÀíäðåÿÀíäðååâè÷à Ìàðêîâà 1889 ã. ðàññìîòðåíû 4 çàäà÷è, ñâÿçàííûåñ îïòèìèçàöèåé íà ëèíèÿõ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû. Ïåðâàÿ èçíèõ (ðèñ. 32) ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíà êàê çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîáûñòðîäåéñòâèþ àâòîìîáèëåì ñ äèíàìèêîé èãðîêà P . Ïîäîáíóþèíòåðïðåòàöèþ äîïóñêàåò è îñíîâíàÿ òåîðåìà ñòàòüè [19℄ ËåñòåðàÝ. Äóáèíñà, îïóáëèêîâàííîé â 1957 ã. (ðèñ. 33). Ñëîâî �àâòîìîáèëü�íå èñïîëüçóåòñÿ íè À. À. Ìàðêîâûì, íè Ë. Äóáèíñîì. Â ñòàòüåÀ. À. Ìàðêîâà â êà÷åñòâå ïðèêëàäíîãî àñïåêòà óïîìèíàþòñÿ ïðîáëåìûïðîêëàäêè æåëåçíûõ äîðîã. Â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ ïî òåîðåòè÷åñêîéðîáîòîòåõíèêå [20℄ îáúåêò ñ êëàññè÷åñêîé äèíàìèêîé èãðîêà Píàçûâàþò �àâòîìîáèëü Äóáèíñà�.Ñëåäóþùåé ïî ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü àâòîìîáèëÿ èçñòàòüè Äæåéìñà À. �èäñà è Ëîóðåíñà À. Øåïïà [21℄:
ẋp = w sin θ
ẏp = w cos θ

θ̇ = u, |u| ≤ 1, |w| ≤ 1.Óïðàâëåíèå u îïðåäåëÿåò óãëîâóþ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ. Ïðèïîìîùè óïðàâëåíèÿ w ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà ëèíåéíîéñêîðîñòè. Â ÷àñòíîñòè, àâòîìîáèëü ìãíîâåííî ìîæåò èçìåíèòüíàïðàâëåíèå ñâîåãî äâèæåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Áåçûíåðöèîííîåèçìåíåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîé ñêîðîñòè åñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿèäåàëèçàöèÿ. Íî, öèòèðóÿ [21, ñ. 373℄, �äëÿ ìåäëåííî ïåðåäâèãàþùèõñÿîáúåêòîâ ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì êîìïðîìèññîì, ÷òîáû äîñòè÷üóäîáñòâà âû÷èñëåíèé�.Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷è, ãäå äèàïàçîí èçìåíåíèÿóïðàâëåíèÿ w èìååò âèä [a, 1]. Ïðè ýòîì a ∈ [−1, 1] � ïàðàìåòðçàäà÷è. Åñëè a = 1, ïîëó÷àåì àâòîìîáèëü Äóáèíñà, â ñëó÷àå a = −1 �àâòîìîáèëü �èäñà è Øåïïà.Çàìåíèì â (2) àâòîìîáèëü Äóáèíñà àâòîìîáèëåì �èäñà � Øåïïà.Ïåðåõîäÿ ê îòíîñèòåëüíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì
ẋ = −yu + vx

ẏ = xu − w + vy

|u| ≤ 1, w ∈ [a, 1], v = (vx, vy)′, |v| ≤ ν.
(4)Óïðàâëåíèÿìè u, w ðàñïîðÿæàåòñÿ èãðîê P, óïðàâëåíèåì v � èãðîê E.
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�èñ. 32: Ôðàãìåíò ïåðâîé ñòðàíèöû ñòàòüè À. À. Ìàðêîâà.

�èñ. 33: Äâà �ðàãìåíòà èç ñòàòüè Ë. Äóáèíñà.Îòìåòèì, ÷òî Äæ. Áðåêâåëë è Äæ. Ëåâèí èññëåäîâàëè èãðóñîïðîâîæäåíèÿ-óêëîíåíèÿ [11,12℄ ñ êðóãîâîé çîíîé îáíàðóæåíèÿ â



33ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èãðîê P ëèáî äâèæåòñÿñ åäèíè÷íîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ, ëèáî îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Òàêèìîáðàçîì, îíè ðàññìàòðèâàëè äèíàìèêó òèïà (4) ïðè a = 0.Èãðà øî�åð-óáèéöà, ãäå èãðîê P óïðàâëÿåò àâòîìîáèëåì ñèçìåíÿåìîé ìãíîâåííî âåëè÷èíîé ëèíåéíîé ñêîðîñòè, èçó÷àëàñü [22℄àâòîðàìè äàííîé ðàáîòû. Áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèåçàâèñèìîñòè õàðàêòåðà ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà a, çàäàþùåãî ëåâûéêðàé îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíû ëèíåéíîé ñêîðîñòè.Íà ðèñ. 34 ïðåäñòàâëåíû ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû èãðû,ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ìîìåíòó âðåìåíè τ = 3, íî ðàçíûìçíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà a îò −1 äî 1. Äëÿ âñåõ âû÷èñëåíèé ðàäèóñ röåëåâîãî ìíîæåñòâà è îãðàíè÷åíèå ν íà óïðàâëåíèå èãðîêà E áûëèâçÿòû ðàâíûìè 0.3. Ïðè a = −1 èãðîê P óïðàâëÿåò àâòîìîáèëåì�èäñà � Øåïïà è ïîëó÷àåìîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ ñèììåòðè÷íîîòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé êîîðäèíàò. Åñëè a = 1, èìååì ìíîæåñòâîóðîâíÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé èãðû øî�åð-óáèéöà.Íà ðèñ. 35 ïîêàçàíû ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû äëÿ a = −0.1,
ν = 0.3, r = 0.3. Ñòðóêòóðà �ðîíòîâ õîðîøî âèäíà íà ðèñ. 36,
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�èñ. 34: Èãðà øî�åð-óáèéöà ñ óñëîæíåííîé äèíàìèêîé èãðîêà P .Çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíêöèè öåíû îò ïàðàìåòðà a äëÿ ìîìåíòà
τ = 3; ν = 0.3, r = 0.3.



34

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

-4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4

M

x

y

�èñ. 35: Ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû â èãðå øî�åð-óáèéöà ñóñëîæíåííîé äèíàìèêîé èãðîêà P ; a = −0.1, ν = 0.3, r = 0.3; τf = 4.89,
∆ = 0.002, δ = 0.05.
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�èñ. 36: Óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ðèñ. 35.



35ãäå äàí óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ðèñ. 35. Ïîñòðîåííûå â îáðàòíîìâðåìåíè ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû äîâåäåíû äî ìîìåíòà
τf = 4.89. Èìåííî òàêîå çíà÷åíèå �óíêöèè öåíû èìååì äëÿïîñëåäíåãî âíåøíåãî �ðîíòà è äëÿ ïîñëåäíåãî âíóòðåííåãî �ðîíòà,ïðèìûêàþùåãî ê íèæíåé ÷àñòè ãðàíèöû òåðìèíàëüíîãî êðóãà M .Öåíà èãðû ðàçðûâíà íà äóãå dhc. Îíà òåðïèò ðàçðûâ òàêæå âíå Míà äâóõ êîðîòêèõ áàðüåðíûõ ëèíèÿõ, îòõîäÿùèõ ïî êàñàòåëüíîé ñãðàíèöû M . Ïðàâàÿ èç íèõ îáîçíà÷åíà ÷åðåç ce.



366. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèèÎäíèì èç íàèáîëåå òðóäíûõ âîïðîñîâ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèèèãð òèïà øî�åð-óáèéöà (ãäå �óíêöèÿ öåíû èãðû ðàçðûâíà)ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ.Ïðîäåìîíñòðèðóåì òàêîå ïîñòðîåíèå íà ïîñëåäíåì ïðèìåðå èçïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.Ìû ñòðîèì ε-îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëîýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ [23,24,25℄. Âûáèðàåìîå óïðàâëÿþùååâîçäåéñòâèå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì â òå÷åíèå î÷åðåäíîãî øàãàäèñêðåòíîé ñõåìû óïðàâëåíèÿ. Øàã äèñêðåòíîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿïàðàìåòðîì ïðîöåäóðû. Ñòðàòåãèþ èãðîêà P (E) îïðåäåëÿåì,èñïîëüçóÿ ïðèöåëèâàíèå íà áëèæàéøóþ òî÷êó (îòòàëêèâàíèåîò áëèæàéøåé òî÷êè) ñîîòâåòñòâóþùåãî �ðîíòà. Ïðè ýòîì,åñëè äâèæåíèå ïîïàäàåò â çàäàííûé ñëîé íà ïîëîæèòåëüíîé(îòðèöàòåëüíîé) ñòîðîíå ëèíèè ðàçðûâà �óíêöèè öåíû, òî íàî÷åðåäíîì øàãå äèñêðåòíîé ñõåìû ïðèìåíÿåì óïðàâëåíèå èãðîêà
P (E), îòòàëêèâàþùåå îò ëèíèè ðàçðûâà.Âûáåðåì äâå íà÷àëüíûå òî÷êè a = (0.3,−0.4) è b = (0.29, 0.1). Ïåðâàÿèç íèõ íàõîäèòñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè íèæå îáëàñòè ñãóùåíèÿ�ðîíòîâ, âòîðàÿ � áëèçêî îò áàðüåðíîé ëèíèè íà åå îòðèöàòåëüíîéñòîðîíå. Çíà÷åíèÿ öåíû â òî÷êàõ a è b: V (a) = 4.225, V (b) = 1.918.Íà ðèñ. 37 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè â ñèëó ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèéèãðîêîâ ïðè øàãå âûáîðà óïðàâëåíèé ðàâíîì 0.01. Ïîëó÷àåìîåâðåìÿ ïåðåâîäà íà ìíîæåñòâî M ñîñòàâëÿåò 4.230 äëÿ òî÷êè a è
1.860 äëÿ òî÷êè b. Íà óâåëè÷åííîì �ðàãìåíòå (ðèñ. 37Â) òðàåêòîðèèèç íà÷àëüíîé òî÷êè b âèäåí ñêîëüçÿùèé ðåæèì äâèæåíèÿ ïîîòðèöàòåëüíîé ñòîðîíå áàðüåðà.Òðàåêòîðèè ïðè îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè èãðîêà P è íåîïòèìàëüíîìïîâåäåíèè èãðîêà E äàíû íà ðèñ. 38. Óïðàâëåíèå èãðîêà E�îðìèðîâàëîñü ïðè ïîìîùè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñëó÷àéíûéïåðåáîð âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà, àïïðîêñèìèðóþùåãî êðóãîâîåîãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå èãðîêà E). Âðåìÿ ïåðåâîäà íàìíîæåñòâî M èç íà÷àëüíîé òî÷êè a ðàâíî 2.590, èç òî÷êè bîíî ñîñòàâëÿåò 0.300. Âèäíî, êàê âî âòîðîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿïðîòûêàåò áàðüåðíóþ ëèíèþ. Â òàêîé ìîìåíò çíà÷åíèå �óíêöèè öåíû,ïðîñ÷èòûâàåìîå âäîëü äâèæåíèÿ, óìåíüøàåòñÿ ñêà÷êîì.Òðàåêòîðèè ïðè îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè èãðîêà E è íåîïòèìàëüíîìïîâåäåíèè èãðîêà P ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 39. Êîìïîíåíòà uóïðàâëåíèÿ èãðîêà P âûáèðàëàñü îïòèìàëüíî (íà îñíîâå ïðàâèëàýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ), à êîìïîíåíòà w � íåîïòèìàëüíî.
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b c�èñ. 37: Èãðà øî�åð-óáèéöà ñ óñëîæíåííîé äèíàìèêîé èãðîêà P .�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé. (A) Íà÷àëüíàÿ òî÷êà
a = (0.3,−0.4). (Á) Íà÷àëüíàÿ òî÷êà b = (0.29, 0.1). (Â) Óâåëè÷åííûé�ðàãìåíò òðàåêòîðèè èç òî÷êè b.A Á
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 0.2  0.25  0.3  0.35  0.4�èñ. 38: Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèé. Èãðîê P äåéñòâóåò îïòèìàëüíî,óïðàâëåíèå èãðîêà E �îðìèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. (A) Íà÷àëüíàÿ òî÷êà
a = (0.3,−0.4). (Á) Íà÷àëüíàÿ òî÷êà b = (0.29, 0.1).
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 0.27  0.29  0.31  0.33�èñ. 39: Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèé. Îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå èãðîêà E èíåîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå w èãðîêà P . Íà÷àëüíàÿ òî÷êà a = (0.3,−0.4).(A) w ≡ 1. (Á) w = −0.1 äî ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü,
w = 1 ïîñëå ñõîäà ñ îñè. (Â) Óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò òðàåêòîðèè ñëåâà.Äëÿ ðèñ. 39A çíà÷åíèå w òîæäåñòâåííî ðàâíî 1. Âðåìÿ ïåðåâîäà íàòåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòàâëÿåò 7.36. Äëÿ ðèñ. 39Á è Â óïðàâëåíèå
w = −1 äî ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü, ïîñëå ýòîãî
w = 1. �èñ. 39Â äåìîíñòðèðóåò óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò òðàåêòîðèèíà ðèñ. 39Á. Òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò î÷åíü áëèçêî îò òåðìèíàëüíîãîìíîæåñòâà M . Âðåìÿ ïîïàäàíèÿ íà ìíîæåñòâî M ðàâíî 5.06.



397. Èãðà øî�åð-óáèéöà êàê òåñòîâûé ïðèìåðÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûåìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõèãð. ×àñòî èãðà øî�åð-óáèéöà èñïîëüçóåòñÿ êàê òåñòîâûé èëèäåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð. Óêàæåì íåêîòîðûå [6,26,27,28,29,30℄ èçòàêèõ ðàáîò.Â îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ èãðà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî�àçîâûì ïåðåìåííûì. Ñòàëî áûòü, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíîïðèìåíÿòü êàê àëãîðèòìû îáùåãî âèäà, òàê è ó÷èòûâàþùèå ñïåöè�èêóïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíîñòü äèíàìèêè îáóñëîâëåíà òåì,÷òî óïðàâëåíèå u âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü äâóìåðíîé ñèñòåìû â âèäåñîìíîæèòåëÿ ïðè �àçîâûõ ïåðåìåííûõ, à îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå
v ìîæåò çàâèñåòü îò �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ìîäè�èêàöèè, ïðèâåäåííîéâ ðàçäåëå 5, óïðàâëåíèå èãðîêà P ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì. Òåðìèíàëüíîåìíîæåñòâî â çàäà÷å, îáñóæäàåìîé â ðàçäåëå 3, íå îáÿçàòåëüíîâûïóêëîå.Íàðÿäó ñ àíòàãîíèñòè÷åñêèìè ïîñòàíîâêàìè èãðû øî�åð-óáèéöàèçâåñòíû íåêîòîðûå áëèçêèå íåàíòàãîíèñòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè,ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîé ñâÿçèîòìåòèì èãðó øî�åð-óáèéöà ñ äâóìÿ öåëåâûìè ìíîæåñòâàìè [31℄, âêîòîðîé êàæäûé èç èãðîêîâ P è E ñòàðàåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó íàñâîå öåëåâîå ìíîæåñòâî ïðåæäå ñâîåãî îïïîíåíòà. Äè��åðåíöèàëüíûåèãðû ñ äâóìÿ öåëåâûìè ìíîæåñòâàìè áûëè ââåäåíû â êíèãå [32℄.Ïðèêëàäíîé èíòåðïðåòàöèåé òàêèõ èãð ìîæåò áûòü ïîåäèíîê ìåæäóäâóìÿ ñàìîëåòàìè èëè êîðàáëÿìè [33,34,35℄.Çàêëþ÷åíèåÈãðà �. Àéçåêñà øî�åð-óáèéöà âàæíà äëÿ ïðèëîæåíèé è îòêðûâàåòøèðîêîå ïîëå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïîëíîå ðåøåíèåïîëó÷åíî Ý. Ìåðöåì â åãî äèññåðòàöèè, âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîäñòâîìÄæ. Áðåêâåëëà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íîñèò õàðàêòåð îáçîðà. Ïîìèìîêëàññè÷åñêîé çàäà÷è ðàññìîòðåíû ïîñòàíîâêè, ãäå èçìåíåíû öåëèèãðîêîâ èëè óñëîæíåíî îïèñàíèå äèíàìèêè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíêöèè öåíû èãðû èãðà�èêîâ �óíêöèè öåíû.
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