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Èãðà áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè
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Ãðàíèöà ∂F ìíîæåñòâà F ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé æèçíè, ò.å.
îáëàñòüþ, ãäå âòîðîé èãðîê áåçîãîâîðî÷íî âûèãðûâàåò.
R.Isaacs �Di�erential Games�, 1965.
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Àëãîðèòì Áàðäè-Ôàëüêîíå

M.Bardi, M.Falcone, P.Soravia Numerical methods for
pursuit-evasion games via viscosity solutions // Annals of the
International Society of Dynamic Games, Vol. 6: Stochastic and
Di�erential Games / M.Bardi, T.Parthasarathy, T.E.S.Raghavan
(Eds.). � Boston: Birkh�auser. � 1999. � C. 105�175.
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Àëãîðèòì Áàðäè-Ôàëüêîíå

M.Bardi, M.Falcone, P.Soravia Numerical methods for
pursuit-evasion games via viscosity solutions // Annals of the
International Society of Dynamic Games, Vol. 6: Stochastic and
Di�erential Games / M.Bardi, T.Parthasarathy, T.E.S.Raghavan
(Eds.). � Boston: Birkh�auser. � 1999. � C. 105�175.
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Àëãîðèòì Áàðäè-Ôàëüêîíå

M.Bardi, M.Falcone, P.Soravia Numerical methods for
pursuit-evasion games via viscosity solutions // Annals of the
International Society of Dynamic Games, Vol. 6: Stochastic and
Di�erential Games / M.Bardi, T.Parthasarathy, T.E.S.Raghavan
(Eds.). � Boston: Birkh�auser. � 1999. � C. 105�175.

T = +∞
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Îáçîð

R.P.Isaacs. Games of Pursuit, Paper P-257 � Santa
Monica, California: RAND Corporation, 1951.

R.Isaacs Di�erential Games � New York: John Wiley and
Sons, 1965.

P.Àéçåêñ Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû � Ì.: Ìèð,
1967. � 479 ñ.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ ñ ëèíèåé æèçíè.

Þ.Ã.Äóòêåâè÷, Ë.À.Ïåòðîñÿí Èãðû ñ ¾ëèíèåé
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Èãðû ñ ïðîñòûìè äâèæåíèÿìè.
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Îáçîð

Í.Í.Êðàñîâñêèé, À.È.Ñóááîòèí Ïîçèöèîííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû � Ì.: Íàóêà, 1974. � 455 ñ.

Çàìêíóòûå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðâîãî èãðîêà.

P.Cardaliaguet, M.Quincampoix, P.Saint-Pierre

Set-valued numerical analysis for optimal control and
di�erential games // Stochastic and Di�erential Games:
Theory and Numerical Methods: Annals Intern. Soc.
Dynamic Games. � Boston: Birkh�auser. � 1999 �
T. 4. � C. 177�247.

Ñîáñòâåííûå öåëåâûå ìíîæåñòâà ó êàæäîãî èãðîêà.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à êà÷åñòâà.
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Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ
âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè èãðàìè ñ ëèíèåé
æèçíè.
Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå
çàäà÷è:

1 îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè öåíû
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè;

2 îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî îáîáùåííîãî
(ìèíèìàêñíîãî) ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãß, ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå
áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè, è ñîâïàäåíèå åãî ñ
ôóíêöèåé öåíû òàêîé èãðû;

3 õàðàêòåðèçîâàòü îáëàñòü ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé öåíû
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè è
áåç íåå;
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Öåëü ðàáîòû

4 ñôîðìóëèðîâàòü ÷èñëåííóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû
áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè;

5 äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû ê âÿçêîñòíîìó
ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ Ãß;

6 ñîçäàòü ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäëîæåííîé
÷èñëåííîé ñõåìû;

7 ïðîâåñòè òåñòèðîâàíèå ñîçäàííîé ïðîãðàììû íà
ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà
ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå
äèññåðòàöèè. Èìåþòñÿ ïðèëîæåíèÿ, ñîäåðæàùèå êðàòêîå
èçëîæåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.
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Ãëàâà 1

Â ïåðâîé ãëàâå

1 ôîðìóëèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè, îïðåäåëÿåòñÿ åå ôóíêöèÿ öåíû, îáîñíîâûâàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè öåíû;

2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ
óðàâíåíèÿ Ãß, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàêñíîãî
ðåøåíèÿ;

3 îáîñíîâûâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ôóíêöèè öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè è ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß;

4 îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ôóíêöèé öåíû çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè è áåç íåå (â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ äèíàìèê èãð,
îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå èãðîêîâ è òåðìèíàëüíûõ
ìíîæåñòâ), ïðèâîäèòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ îáëàñòè, â êîòîðîé
ãàðàíòèðóåòñÿ ñîâïàäåíèå ôóíêöèé öåíû.
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Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ äèíàìèêîé

ẋ = f(x, p, q), t ⩾ 0, p ∈ P, q ∈ Q,

ãäå x ∈ Rd � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû; p è q � óïðàâëåíèÿ
ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèÿ P è Q
ñ÷èòàþòñÿ êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè â ñâîèõ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

11



Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè

T � êîìïàêòíîå òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî, W � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî T ⊂ W è ãðàíèöà ∂W ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé. Îáîçíà÷èì G := W \ T è F := Rd \W. Íà
ìíîæåñòâå G è ïðîèñõîäèò èãðà.

G

T

F
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Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè
C1. Ôóíêöèÿ f : Rd × P ×Q 7→ Rd íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x
è óñëîâèþ Àéçåêñà:

min
p∈P

max
q∈Q

〈
s, f(x, p, q)

〉
= max

q∈Q
min
p∈P

〈
s, f(x, p, q)

〉
∀s ∈ Rd.

C2. Ãðàíèöû ∂T è ∂F ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè, ïî êðàéíåé ìåðå,
äâàæäû ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû,
îãðàíè÷åííûì ñíèçó êîíñòàíòîé r > 0.

C3. Ãðàíèöà ∂T ìíîæåñòâà T è ôóíêöèÿ f ïîä÷èíåíû ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

min
p∈P

max
q∈Q

〈
nT (x), f(x, p, q)

〉
< 0 ∀x ∈ ∂T

(äèíàìè÷åñêîå ïðåèìóùåñòâî ïåðâîãî èãðîêà).

C4. Ãðàíèöà ∂F ìíîæåñòâà F è ôóíêöèÿ f ïîä÷èíåíû ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

min
p∈P

max
q∈Q

〈
−nF (x), f(x, p, q)

〉
> 0 ∀x ∈ ∂F

(äèíàìè÷åñêîå ïðåèìóùåñòâî âòîðîãî èãðîêà).
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Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè

Â òåðìèíàõ èç êíèãè Ð.Àéçåêñà, óñëîâèå C3 îçíà÷àåò, ÷òî
ãðàíèöà ∂T � ýòî äîïóñòèìàÿ çîíà äëÿ ïåðâîãî èãðîêà: åñëè
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà T , òî
ïåðâûé èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü çàâåäåíèå òðàåêòîðèè
âíóòðü ýòîãî ìíîæåñòâà.
Óñëîâèå C4 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ëþáîé
òî÷êå ãðàíèöû ìíîæåñòâà F , òî âòîðîé èãðîê ìîæåò íàïðàâèòü
äâèæåíèå ñèñòåìû âíóòðü ìíîæåñòâà F .

G

T

F
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Ïëàòà â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè

Ïóñòü x(·;x0) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, âûïóùåííàÿ èç íà÷àëüíîé
òî÷êè x0. Äëÿ òðàåêòîðèè ðàññìîòðèì äâå âåëè÷èíû

t∗ = t∗
(
x(·;x0)

)
= min

{
t : x

(
t;x0

)
∈ T

}
,

t∗ = t∗
(
x(·;x0)

)
= min

{
t : x

(
t;x0

)
∈ F

}
.

Âåëè÷èíà t∗ (t∗) ðàâíà +∞, åñëè òðàåêòîðèÿ x(·;x0) íèêîãäà
íå ïðèõîäèò íà ìíîæåñòâî T (F).
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Ïëàòà â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè

x1

x2

x3

T

F

G

Ðåçóëüòàò èãðû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ
(
x(·;x0)

)
=

{
+∞, åñëè t∗ = +∞ èëè t∗ < t∗,

t∗, åñëè t∗ < t∗.

Ïîçèöèîííàÿ ôîðìàëèçàöèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî; ñòðàòåãèè îáðàòíîé ñâÿçè.
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Ôóíêöèÿ öåíû

Â ñòàòüÿõ

N.V.Munts, S.S.Kumkov Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè öåíû â èãðå
áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè (Existence of value function in
time-optimal game with life line) // Proceedings of the 47th
International Youth School-conference �Modern Problems in
Mathematics and its Applications�. Yekaterinburg, Russia, January
31 � February 6, 2016. � pp. 94�99.

N.V.Munts, S.S.Kumkov Detailed Proof of Existence of Value
Function in Time-Optimal Game With Lifeline // International Game
Theory Review. � 2022. � Vol. 24, No. 4. �
pp. 2250014�1�2250014-18.

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ êíèã Í.Í. Êðàñîâñêîãî è
À.È. Ñóááîòèíà áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.2

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1�C4. Â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå
áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ öåíû
T : Rd → R ∪ {+∞}.
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Çàìåíà Êðóæêîâà

Íåêîòîðîå íåóäîáñòâî äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïðåäñòàâëÿåò íåîãðàíè÷åííîñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèé ïëàòû è öåíû. Ïîýòîìó ÷àñòî ñ ïîìîùüþ çàìåíû Êðóæêîâà
îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïëàòû ïåðåõîäÿò ê îãðàíè÷åííîé:

J
(
x(·;x0)

)
=

{
1− exp

(
−τ

(
x(·;x0)

))
, åñëè τ < +∞,

1, èíà÷å.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ öåíû òàêæå ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åííîé, è åå
çíà÷åíèÿ ëåæàò â äèàïàçîíå îò íóëÿ äî åäèíèöû.
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Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß,
ñîîòâåòñòâóþùóþ èãðå áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè:

H
(
x,Du(x)

)
− u(x) = 0, x ∈ G,

u(x) = 0, åñëè x ∈ ∂T , u(x) = 1, åñëè x ∈ ∂F ,

ãäå
H(x, s) = min

p∈P
max
q∈Q

〈
s, f(x, p, q)

〉
+ 1.

19



Ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ

Í.Â.Ìóíö, Ñ.Ñ.Êóìêîâ Î ñîâïàäåíèè ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
è ôóíêöèè öåíû èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè // Òðóäû
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. � Åêàòåðèíáóðã:
ÓðÎ ÐÀÍ. � 2018. � Ò. 24, � 2. � Ñ. 200�214.

Ïðåäëîæåíèå 1.5

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1, C2 è C4. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
u(x), íåïðåðûâíàÿ íà ∂G, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ìèíèìàêñíûì
ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß.

Ïðåäëîæåíèå 1.6

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1, C2 è C3. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
u(x), íåïðåðûâíàÿ íà ∂G, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ìèíèìàêñíûì
ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è.
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Ñîâïàäåíèå ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ è öåíû

Òåîðåìà 1.3

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1�C4; ýòî ãàðàíòèðóåò

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ

u(·) : clG → [0, 1] êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß. Ïóñòü x0 �
íåêîòîðàÿ òî÷êà îáëàñòè G. Ïóñòü âåëè÷èíà θ âûáðàíà òàê, ÷òî

θ < − ln
(
1− u(x0)

)
. Òîãäà ñóùåñòâóåò íèæíåå ìèíèìàêñíîå

ðåøåíèå u♮ ýòîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

θ < − ln
(
1− u♮(x0)

)
,

è òàêîå ÷èñëî ϵ̄ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϵ ∈ (0, ϵ̄) è äëÿ α = ϵ/7
âûïîëíåíà îöåíêà

T ϵ
2(x0,Qα) ⩾ θ.
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Ñîâïàäåíèå ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ è öåíû

Òåîðåìà 1.4

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1�C4; ýòî ãàðàíòèðóåò

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ

u(·) : clG → [0, 1] êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß. Ïóñòü

x0 � òàêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà G, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

u(x0) < 1. Ïóñòü âåëè÷èíà θ âûáðàíà òàê, ÷òî

θ > − ln
(
1− u(x0)

)
. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðõíåå ðåøåíèå u♮ ýòîé

çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

θ > − ln
(
1− u♮(x0)

)
,

è ÷èñëî ϵ̄ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϵ ∈ (0, ϵ̄) è äëÿ α = ϵ/3
âûïîëíåíà îöåíêà

T ϵ
1(x0,Pα) ⩽ θ.
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Ñîâïàäåíèå ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ è öåíû

Â èòîãå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé C1�C4 ïî ïðåäûäóùèì
òåîðåìàì ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðû ñ ëèíèåé æèçíè ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàêñíûì ðåøåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è.

Í.Â.Ìóíö, Ñ.Ñ.Êóìêîâ Î ñîâïàäåíèè ìèíèìàêñíîãî ðåøåíèÿ
è ôóíêöèè öåíû èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè // Òðóäû
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. � Åêàòåðèíáóðã:
ÓðÎ ÐÀÍ. � 2018. � Ò. 24, � 2. � Ñ. 200�214.
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Ñîâïàäåíèå öåí â èãðàõ ñ è áåç ëèíèè æèçíè

Òåîðåìà 1.5

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1�C4; k � êîíñòàíòà

èç óñëîâèÿ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà ôóíêöèè f . Ïóñòü ôóíêöèÿ

öåíû T̃ (x0) êëàññè÷åñêîé èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ â òî÷êå x0
ðàâíÿåòñÿ θ. Ïóñòü M̃(θ) = k

(
1 + |x0|

)
ekθ. Òîãäà, åñëè

çàìêíóòûé øàð B
(
x0, θM̃(θ)

)
âëîæåí â W, òî çíà÷åíèå

ôóíêöèè öåíû T (x0) çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé

æèçíè â òî÷êå x0 ðàâíÿåòñÿ θ.

G

T

F

x0

θM̃(θ)
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Ñîâïàäåíèå öåí â èãðàõ ñ è áåç ëèíèè æèçíè

Òåîðåìà 1.6

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1�C4; k � êîíñòàíòà

èç óñëîâèÿ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà ôóíêöèè f . Ïóñòü ôóíêöèÿ

öåíû T (x0) èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè â òî÷êå

x0 ðàâíÿåòñÿ θ. Ïóñòü M̃(θ) = k
(
1 + |x0|

)
ekθ. Òîãäà, åñëè

çàìêíóòûé øàð B
(
x0, θM̃(θ)

)
âëîæåí â W, òî çíà÷åíèå

ôóíêöèè öåíû êëàññè÷åñêîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ â

òî÷êå x0 ðàâíÿåòñÿ θ.

N.V.Munts, S.S.Kumkov Convergence of Numerical Method for
Time-Optimal Di�erential Games with Lifeline // Annals of the
International Society of Dynamic Games, Vol. 17, Games of Con�ict,
Evolutionary Games, Economic Games, and Games Involving
Common Interest. � Basel: Birkh�auser. � 2020. � pp. 101�130.
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Ãëàâà 2

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîé ïðîöåäóðå
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû
áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè. Èçëîæåíû ôîðìóëèðîâêà
÷èñëåííîé ñõåìû, îáîñíîâàíèå åå ñõîäèìîñòè ê
âÿçêîñòíîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß, îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû
àïïðîêñèìàöèè (êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ, ïîëèëèíåéíàÿ)
ôóíêöèè öåíû, çàäàííîé íà ñåòêå. Òàêæå îïèñûâàåòñÿ
ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû.
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Àëãîðèòì Áàðäè-Ôàëüêîíå

M.Bardi, M.Falcone, P.Soravia Numerical methods for
pursuit-evasion games via viscosity solutions // Annals of the
International Society of Dynamic Games, Vol. 6: Stochastic and
Di�erential Games / M.Bardi, T.Parthasarathy, T.E.S.Raghavan
(Eds.). � Boston: Birkh�auser. � 1999. � C. 105�175.

G

T

F
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×èñëåííûé ìåòîä

Çàìåíèì íåïðåðûâíóþ äèíàìèêó äèñêðåòíîé ñ øàãîì ïî
âðåìåíè h > 0:

xn = xn−1 + hf(xn−1, pn−1, qn−1), n = 1, . . . , N, x0 çàäàíî,

ãäå pn ∈ P è qn ∈ Q.
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×èñëåííûé ìåòîä

Íà Rd íàêèäûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíàÿ ñåòêà L, ñîñòîÿùàÿ
èç óçëîâ ls, s ∈ Z. Â ðàññóæäåíèÿõ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì âçÿò
îäèíàêîâûé øàã k. Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ öåíû:

w(ls) = γmax
q∈Q

min
p∈P

wloc

(
z(ls, p, q)

)
+ 1− γ, åñëè ls ∈ LG ,

w(ls) = 0, åñëè ls ∈ LT ,

w(ls) = 1, åñëè ls ∈ LF .

ãäå wloc � ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìåæäó óçëàìè, γ = e−h,
z(x, a, b) = x+ hf(x, a, b). Ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûå ÿ÷åéêè
ñåòêè L êàê-òî ðàçáèâàþòñÿ íà ñèìïëåêñû.

x =

n+1∑
s=1

λs ls,

wloc(x) =

n+1∑
s=1

λsw(ls).
x
S(x)

l1

l2 l3
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Îïåðàòîð F

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ âåêòîðîâ ñ
èíäåêñàìè â Z. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî âåêòîðà W = {Ws},
s ∈ Z, äèñêðåòíûé îïåðàòîð F : M → M ïîýëåìåíòíî
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fs(W ) =


γmax

q∈Q
min
p∈P

wloc

(
z(ls, p, q),W

)
+ 1− γ, åñëè ls ∈ LG ,

0, åñëè ls ∈ LT ,

1, åñëè ls ∈ LF .

Çäåñü wloc : Rd ×M → R � ýòî ëîêàëüíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ
ôóíêöèè w(·), îïðåäåë¼ííîé ñ ïîìîùüþ âåêòîðà W .
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Ïðåäëîæåíèå îá îïåðàòîðå F

N.V.Munts, S.S.Kumkov Numerical method for time-optimal
di�erential games with life line // 55th Israel Annual Conference on
Aerospace Sciences. � 2015. � Vol. 2. � pp. 1253�1266.

Ïðåäëîæåíèå 2.1

Îïåðàòîð F : M → M èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1 F : M1 → M1;
2 F ìîíîòîííî óáûâàåò ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè÷íîìó

ïîðÿäêó â M;
3 F � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ïî íîðìå ∥ · ∥∞.

Çäåñü M1 � ìíîæåñòâî òåõ âåêòîðîâ èç M, ýëåìåíòû ms

êîòîðûõ ïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó 0 ⩽ ms ⩽ 1. Ïîðÿäîê íà M:
U ⩽ V ⇔ ∀s Us ⩽ Vs.
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Ïðåäëîæåíèå îá îïåðàòîðå F

Êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ èìååì, ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà W ýòîãî îïåðàòîðà, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ w(·) â Rd, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
öåíû äèñêðåòèçèðîâàííîé çàäà÷è. Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò
øàãîâ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè h è ïðîñòðàíñòâó k èñõîäíîé
çàäà÷è:
w(x) =

∑
m λmw(lm), åñëè x /∈ L è x =

∑
m λmlm,

w(ls) = γmax
q∈Q

min
p∈P

wloc

(
z(ls, p, q)

)
+ 1− γ, åñëè ls ∈ LG ,

w(ls) = 0, åñëè ls ∈ LT ,

w(ls) = 1, åñëè ls ∈ LF .
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Ïðåäëîæåíèå î ñõîäèìîñòè wn(·)
Ïðåäëîæåíèå 2.2

Ðàññìîòðèì äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
hn > 0 è kn > 0, è ïóñòü

{
wn(·)

}
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðè óìåíüøåíèè øàãîâ
äèñêðåòèçàöèè. Îáîçíà÷èì

v(x) := lim sup
(y,n)→(x,∞)

wn(y), v(x) := lim inf
(y,n)→(x,∞)

wn(y).

(Ïðåäåëû ïîíèìàþòñÿ â âÿçêîñòíîì ñìûñëå.) Ôóíêöèè v è v
ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèì è âåðõíèì îáîáùåííûì
(âÿçêîñòíûì) ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

v ⩾ 0 íà ∂T , (1)

v ⩽ 0 èëè v +H
(
x,Dv(x)

)
⩽ 0 íà ∂T , (2)

v ⩾ 1 èëè v +H
(
x,Dv(x)

)
⩾ 0 íà ∂F , (3)

v ⩽ 1 íà ∂F . (4)

Âòîðûå íåðàâåíñòâà (2) è (3) âûïîëíÿþòñÿ â âÿçêîñòíîì ñìûñëå.

33



Òåîðåìà ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 2.1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ C1�C4. Ïóñòü v �

ôóíêöèÿ öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ

ëèíèåé æèçíè. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
wn(·)

}
ïîòî÷å÷íî

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè v = v = v ïðè n → ∞. Ïðè ýòîì

ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K
â clG.

N.V.Munts, S.S.Kumkov Convergence of Numerical Method for
Time-Optimal Di�erential Games with Lifeline // Annals of the
International Society of Dynamic Games, Vol. 17, Games of Con�ict,
Evolutionary Games, Economic Games, and Games Involving
Common Interest. � Basel: Birkh�auser. � 2020. � pp. 101�130.
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Ïîëèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Äîêàçàíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ Òåîðåìå 2.1, î ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîé
ñõåìû, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò íå êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ
ôóíêöèè, à ïîëèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè.

Í.Â.Ìóíö, Ñ.Ñ.Êóìêîâ Ïîëèëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè â
ñåòî÷íûõ ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà �ßêîáè // ¾Óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå,
äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû¿ (SCDG2019): Ìàòåðèàëû
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 95-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.Í. Êðàñîâñêîãî, (Åêàòåðèíáóðã, 16�20
ñåíòÿáðÿ 2019 ã.). � Åêàòåðèíáóðã: ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ � 2019. �
Ñ. 231�235.

Èñïîëüçîâàíèå òàêîé ¾ïîïðàâëåííîé¿ ÷èñëåííîé ñõåìû ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íûå ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè öåíû, åñëè
çàäà÷à èìååò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèììåòðèþ.
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Ïðîáëåìà êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè

×èñëåííî ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè öåíû
íåêîòîðîé çàäà÷è.

Íå âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü, íî âëèÿåò íà âîñïðèÿòèå
ðåçóëüòàòîâ.
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Ïîëèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Â ðåøåòêå ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê (åñëè G �
ýòî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî). ×àñòü LF ìîæíî íå õðàíèòü.

W (0) =
(
w(ls)

)
, w(ls) =

{
0, åñëè ls ∈ LT ,

1, åñëè ls ∈ LG .

W (0) F−→ W (1) F−→ W (2) F−→ · · · F−→ W (nit)

Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû,
íàïèñàííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëàòôîðìû .NET/.NET Core è
ÿçûêà C#. Áûëà íàïèñàíà îäíîïîòî÷íàÿ âåðñèÿ ïðîãðàììû, à
çàòåì ñðåäñòâàìè ÿçûêà C# îíà áûëà ñäåëàíà ìíîãîïîòî÷íîé
äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ (ðîñò
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïî÷òè ëèíåéíûé).
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ïðîöåäóðà ïîäðàçóìåâàåò èòåðàòèâíûé ïåðåñ÷åò çíà÷åíèé
â óçëàõ ñåòêè LG ïðè çàäàííûõ øàãàõ h ïî âðåìåíè è k ïî
ïðîñòðàíñòâó ñ âûïîëíåíèåì çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé. Â
ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé â âûõîäíîé ôàéë çàïèñûâàþòñÿ
ôèíàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè öåíû â óçëàõ ñåòêè.

Ìíîæåñòâî G ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôîðìû (çàäàåòñÿ
êàê íàáîð óçëîâ ñåòêè). Ýôôåêòèâíîñòü ñòðóêòóð
äàííûõ!

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå çàäàþòñÿ êàê
ñåòêè, íàêèíóòûå íà ïàðàëëåëåïèïåä, êðóã, èëè íà ãðàíèöó
òàêîãî ìíîæåñòâà, èëè êàê îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî (ïðè
íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü äîáàâëåíû äðóãèå ðåàëèçàöèè).
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Â ïðîãðàììó äîáàâëåíû ðàçíûå òèïû âîçìîæíûõ äèíàìèê
(ïðîñòûå äâèæåíèÿ, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ìàòåìàòè÷åñêèé
ìàÿòíèê, ìàøèíà Äóáèíñà, øîôåð-óáèéöà è ò.ä.).

Ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñîëüíóþ óòèëèòó ñ
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ èõ
çàäàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîíôèãóðàöèîííûé xml-ôàéë.

Áûëè ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììû ïîäãîòîâêè òðåõìåðíûõ
îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ãðàôèê (âîçìîæíî,
ðàçðûâíûé) ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è âîêñåëüíûå
ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ. Îñîáåííîñòü
ïîñëåäíåé � ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè âèçóàëèçèðóåìûõ
ìíîæåñòâ. (Ãëàâà 3)
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

N.V.Munts Numerical Study of Di�erent Variants of
Dubins' Car Model // Proceedings of the The 60th Israel
Annual Conference on Aerospace Sciences, Tel-Aviv &
Haifa, Israel, March 4�5, 2020. � 2020. � Vol. 2. �
pp. 1006�1022.

N.V.Munts, S.S.Kumkov Grid Method for Numerical
Study of Time-Optimal Games with Lifeline //
Proceedings of the Workshop on Mathematical Modeling
and Scienti�c Computing: Focus on Complex Processes
and Systems � dedicated to the memory of Nikolai
Botkin, Munich, Germany, November 19�20, 2020. �
2020. � pp. 192�198.
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Ãëàâà 4

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ïðèìåðîâ.

×àùå âñåãî ôóíêöèÿ öåíû â çàäà÷àõ áûñòðîäåéñòâèÿ
ðàçðûâíà.
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Ìàøèíà Äóáèíñà 3D

Ìàøèíà Äóáèíñà ñ òðåõìåðíîé (íåðåäóöèðîâàííîé) äèíàìèêîé:

Ẋ = cos θ,

Ẏ = sin θ,

θ̇ = p,

ãäå p ∈ [−1, 1] � óïðàâëåíèå. Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî
T = [−0.2,+0.2]× [−0.2,+0.2]× [−0.2,+0.2].
Ìíîæåñòâî W = [−10.0,+12.5]× [−12.0,+12.0]× [−12.5,+12.5].
Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé n = 150, øàã ïî âðåìåíè h = 0.15, øàã ïî
ïðîñòðàíñòâó k = 0.075. Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâèëî 16 ÷àñîâ.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ.
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Ìàøèíà Äóáèíñà 3D

X

Y

θ

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t = π.
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Ìàøèíà Äóáèíñà 3D

X

Y

θ

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 2π.
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Ìàøèíà Äóáèíñà 3D

X

Y

θ

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 3π.
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Ìàøèíà Äóáèíñà 3D

X

Y

θ

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 4π.
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Èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ ìàøèíîé òèïà

Ðèäñà-Øåïïà

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ¾øîôåð-óáèéöà¿
ðàññìàòðèâàëñÿ àâòîìîáèëü Äóáèíñà, ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü
êîòîðîãî âñåãäà áûëà íàïðàâëåíà âïåðåä è îñòàâàëàñü
ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå. Äðóãàÿ ìîäåëü àâòîìîáèëÿ,
èçó÷åííàÿ Äæ.À.Ðèäñîì è Ë.À.Øåïïîì ïîäðàçóìåâàåò
âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ëèíåéíîé ñêîðîñòè â
äèàïàçîíå [−1, 1], òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå àâòîìîáèëü
îáëàäàåò çàäíèì õîäîì. Äèíàìèêà ñëåäóþùàÿ:(

ẋ1

ẋ2

)
= f(x, p, q) =

(
−x2 · p1 + q1

x1 · p1 − p2 + q2

)
.

p ∈ [−1, 1]× [a, 1], |q| ⩽ 0.3, a � ïàðàìåòð çàäà÷è.
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Èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ ìàøèíîé òèïà

Ðèäñà-Øåïïà

Ïðèìåð áûë ïîñ÷èòàí ñ ïàðàìåòðîì a = −0.6. Ìíîæåñòâî
W � êðóã ðàäèóñà 4. Øàã ïî ïðîñòðàíñòâó k = 0.025, øàã
ïî âðåìåíè h = 0.075, p ∈ [−1, 1]× [a, 1], |q| ⩽ 0.3,
òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî � êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 1)
ðàäèóñà 0.2. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé n = 150. Âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâèëî ïðèìåðíî 6 ÷àñîâ.
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Èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ ìàøèíîé òèïà

Ðèäñà-Øåïïà

x2 x1

Èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ ìàøèíîé Ðèäñà �Øåïïà,
a = −0.6: ñëåâà � ôóíêöèÿ öåíû, ñïðàâà � ìíîæåñòâà
óðîâíÿ.

50



Ìîäèôèöèðîâàííàÿ èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ

ìàøèíîé òèïà Ðèäñà-Øåïïà

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ôóíêöèÿ öåíû ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîé
âáëèçè ãðàíèöû T , íî, òåì íå ìåíåå, íà ãðàíèöå F åñòü ðàçðûâ.
Ìîäèôèöèðóåì äèíàìèêó èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

f̃(x, p, q) = α(x)f(x, p, q) + (1− α(x))q.

Çäåñü ôóíêöèÿ

α(x) =


1, d(x) ⩽ R,(
R+ l − d(x)

)
/l, R < d(x) ⩽ R+ l,

0, d(x) > R+ l,

ãäå d(x) =
√

x2
1 + (x2 − 1)2 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî öåíòðà

òåðèìàëüíîãî ìíîæåñòâà, R = 2.5 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âíóòðè
êîòîðîé äèíàìèêà îñòàåòñÿ íåìîäèôèöèðîâàííîé, l = 1 � øèðèíà
ïåðåõîäíîãî ñëîÿ.
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ

ìàøèíîé òèïà Ðèäñà-Øåïïà

x2 x1

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ ìàøèíîé
Ðèäñà �Øåïïà, ñëåâà � ãðàôèê ôóíêöèè öåíû, ñïðàâà �
ìíîæåñòâà óðîâíÿ ñ îòìå÷åííûìè íà íèõ ãðàíèöàìè
ïåðåõîäíîãî ñëîÿ.
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ

ìàøèíîé òèïà Ðèäñà-Øåïïà

x2 x1

Ñîâìåùåííûå ãðàôèêè ôóíêöèè öåíû îáû÷íîé è
ìîäèôèöèðîâàííîé èãð ¾øîôåð-óáèéöà¿ ñ ìàøèíîé
Ðèäñà �Øåïïà.
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1 îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè öåíû
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè;

2 îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî îáîáùåííîãî
(ìèíèìàêñíîãî) ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãß, ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå
îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè, è
ñîâïàäåíèå åãî ñ ôóíêöèåé öåíû òàêîé èãðû;

3 õàðàêòåðèçàöèÿ îáëàñòè ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé öåíû
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè è áåç íåå;
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

4 ôîðìóëèðîâêà ÷èñëåííîé ñõåìû ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû îïòèìàëüíîãî
áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè, äîêàçàòåëüñòâî åå
ñõîäèìîñòè ê âÿçêîñòíîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãß è åå ïðîãðàììíàÿ
ðåàëèçàöèÿ;

5 ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Marching Cubes è
àëãîðèòìà Ëàïëàñà è èññëåäîâàíèå êà÷åñòâà âèçóàëèçàöèè
ïðè ïðèìåíåíèè èõ ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ, äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì è
îáñóæäàëèñü íà
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Áëàãîäàðíîñòè

Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòà
75-02-2023-935 Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ ÐÔ ¾Óðàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð¿.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Êóìêîâó
Ñåðãåþ Ñåðãååâè÷ó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Àâòîð áëàãîäàðèò Êàìíåâó Ëþäìèëó Âàëåðüåâíó
çà âíèìàòåëüíîå ÷òåíèå òåêñòà äèññåðòàöèè, öåííûå
çàìå÷àíèÿ è êîììåíòàðèè.
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Ìàçàëîâ Â.Â. Çàìå÷àíèå 1

Âîïðîñ:

Â Ãëàâå 1 îáîáùåííûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà �ßêîáè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìèíèìàêñíûå â
ôîðìàëèçàöèè À.È. Ñóááîòèíà. Â Ãëàâå 2 òå æå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âÿçêîñòíûå â ôîðìàëèçàöèè M.G. Crandall è
P.L. Lions. Íèãäå íå îáúÿñíÿåòñÿ ïåðåõîä îò îäíîé ôîðìàëèçàöèè ê
äðóãîé, ÷òî âûçûâàåò íåêîòîðîå íåäîïîíèìàíèå ó ÷èòàòåëÿ.

Îòâåò:

Ó À.È. Ñóááîòèíà óñòàíîâëåíî, ÷òî ìèíèìàêñíûå ðåøåíèÿ è
âÿçêîñòíûå ðåøåíèÿ � ýòî ýêâèâàëåíòíûå ïîíÿòèÿ, ïîýòîìó òàêîå
èñïîëüçîâàíèå ïðàâîìî÷íî. Â Ãëàâå 1 áûëî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ìèíèìàêñíûé ïîäõîä äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèè öåíû
è îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, à â Ãëàâå 2 áûëî óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ
âÿçêîñòíûìè ðåøåíèÿìè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ó M.Bardi, M.Falcone,
P.Soravia.
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Ìàçàëîâ Â.Â. Çàìå÷àíèå 2

Âîïðîñ:

Â Ãëàâå 1 çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè
öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ëèíèåé æèçíè íîñèò
ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð (ïðåäëîæåíèÿ 1.2 � 1.4), â òî âðåìÿ êàê ôîðìàëèçàöèÿ
Í.Í. Êðàñîâñêîãî è À.È. Ñóááîòèíà, èñïîëüçóþùàÿñÿ â äèññåðòàöèè, èìååò
àëãåáðàè÷åñêèé õàðàêòåð. ×åì îáúÿñíÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ïîäõîäîâ?

Îòâåò:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè öåíû ÿ ïåðåõîäèëà ê ε-èãðàì.
Êàæäàÿ ε-èãðà ñâîäèëàñü ê èãðàì ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðâîãî èãðîêà,
ïîýòîìó â ε-èãðå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ öåíû. Çàòåì íóæíî áûëî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
ε → 0 åñòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãàðàíòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íî
ìîíîòîííîñòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåî÷åâèäíà, ïîýòîìó äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðèøëîñü äîêàçàòü, ÷òî
óñëîâèÿ C3 è C4 âûïîëíÿþòñÿ íà íåêîòîðîì ε-ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâ T è F .
Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðåèìóùåñòâà ñîäåðæàò ïîíÿòèå íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì, òî è äîêàçàòåëüñòâî
òàêæå íîñèò ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð.
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Ìàçàëîâ Â.Â. Çàìå÷àíèå 3

Âîïðîñ: Íåò àíàëèçà ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííûõ
àëãîðèòìîâ.

Îòâåò:

Òóò ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà àñïåêòà. Ïåðâûé � ýòî
àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè êîìïüþòåðíîé
ïðîöåäóðû, îíà ñîñòàâëÿåò n · log(n) äëÿ îäíîé èòåðàöèè
(öèêë ïî n, âíóòðè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò áèíàðíûé ïîèñê
ïî îòñîðòèðîâàííîìó ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàññèâó
äëèííû n). Äðóãîé àñïåêò � ýòî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
÷èñëåííîé ñõåìû. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ýòîò âîïðîñ íå
îñâåùàåòñÿ, íî ó M.Bardi, M.Falcone, P.Soravia åñòü
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èõ
÷èñëåííîé ñõåìû, êîòîðàÿ, ñêîðåå âñåãî, ïîäîéäåò è äëÿ
ïðåäñòàâëåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.
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Ãðèãîðåíêî Í.Ë. Çàìå÷àíèå 1

Âîïðîñ: Óñëîâèÿ C3, C4 äèíàìè÷åñêîãî ïðåèìóùåñòâà èãðîêîâ íà ãðàíèöàõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, íàëîæåííûå íà äèíàìèêó èãðû, âîîáùå ãîâîðÿ,
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî íåòèïè÷íûìè äëÿ áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ èãð è çàäà÷
óïðàâëåíèÿ. Êàê îòìå÷àåòñÿ â òåêñòå äèññåðòàöèè, âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé
ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè öåíû. Ïðè ýòîì ïðèìåðû â Ãëàâå 4, â
îñíîâíîì, ñîîòâåòñòâóþò èãðàì ñ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé öåíû, òî åñòü èãðàì, â
êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, è êîððåêòíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ê
êîòîðûì íå îáîñíîâàíà. Ïðèìåð 4.7, â êîòîðîì óñëîâèÿ âñå-òàêè âûïîëíÿþòñÿ,
âûãëÿäèò íåñêîëüêî èñêóññòâåííûì. Äëÿ õîðîøåé äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé
àëãîðèòìà áûëî áû ðàçóìíî ïîäîáðàòü õîðîøèå ïðèìåðû, óäîâëåòâîðÿþùèå
âñåì óñëîâèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà èçó÷àåìóþ çàäà÷ó.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ â ñëó÷àå ðàçðûâíîé ôóíêöèè öåíû
èãðû îáíàäåæèâàåò è îáåùàåò âîçìîæíîñòü îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ðàáîòû
àëãîðèòìà è â îáùåì ñëó÷àå.

Îòâåò:

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåðû, â êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû íà ãðàíèöàõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, ëèáî î÷åíü ïðîñòûå, ëèáî âûãëÿäÿò èñêóññòâåííî,
êàê ïðèìåð 4.7 èç òåêñòà äèññåðòàöèè. Òåì íå ìåíåå, òàêèå ïðèìåðû ñóùåñòâóþò,
è, âîçìîæíî, ïîäõîä ñ ââåäåíèåì ìîäèôèöèðîâàííûõ äèíàìèê ñ ïåðåõîäíûìè
ñëîÿìè âáëèçè ãðàíèö ìíîæåñòâ ïîìîæåò äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû â
òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ C3, C4 íå âûïîëíÿþòñÿ.
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Ãðèãîðåíêî Í.Ë. Çàìå÷àíèå 2

Âîïðîñ: Ïðîâîäèòü áîëåå òîíêèå îöåíêè ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â òåîðåìàõ î ñîâïàäåíèè ôóíêöèè
öåíû êëàññè÷åñêîé èãðû è èãðû ñ ëèíèåé æèçíè äëÿ
ïîëó÷åíèÿ áîëåå õîðîøèõ îöåíîê ìíîæåñòâ ñîâïàäåíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé.

Îòâåò:

Äåéñòâèòåëüíî, äàííûå îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ ëåììîé
Ãðîíóîëëà, ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè, èç-çà ÷åãî îíè
äîñòàòî÷íî ãðóáûå, íî çàòî îíè óíèâåðñàëüíûå: íåò
óâåðåííîñòè, ÷òî äëÿ ëþáîãî âèäà äèíàìèêè óäàñòñÿ
ïîäîáðàòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè. Íàâåðíÿêà äëÿ êàêèõ-òî
êîíêðåòíûõ äèíàìèê ìîæíî ïîäîáðàòü áîëåå òî÷íûå
îöåíêè, íî òàêèå äèíàìèêè íå ðàññìàòðèâàëèñü â äàííîé
ðàáîòå.
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Ãðèãîðåíêî Í.Ë. Çàìå÷àíèå 3

Âîïðîñ: Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïðîãðàììíûì
ðåàëèçàöèÿì òåõ èëè èíûõ àëãîðèòìîâ (àâòîðñêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ïðîöåäóðà, àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ âèçóàëèçèðóåìûõ òðåõìåðíûõ
îáúåêòîâ). Îäíàêî â òåêñòå äèññåðòàöèè íå ïðèâîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ
î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ
ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì àëãîðèòìû.

Îòâåò:

Òåêóùèå âåðñèè ïðîãðàìì åùå ìîãóò áûòü ìîäèôèöèðîâàíû è
óëó÷øåíû. Ñåé÷àñ, ïðè äîáàâëåíèè â êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ
÷èñëåííîãî ìåòîäà íîâîé ðåàëèçàöèè îäíîãî èç èíòåðôåéñîâ, íóæíî
ïåðåêîìïèëèðîâàòü ïðîåêò áèáëèîòåêè êëàññîâ. Õîòåëîñü áû ñäåëàòü
òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîäëîæèòü ôàéë áèáëèîòåêè, ñîäåðæàùèé
ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ èíòåðôåéñà, íåïîñðåäñòâåííî â ïàïêó
ñ èñïîëíÿåìûì ôàéëîì. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî áóäåò çàðåãèñòðèðîâàòü
ïðîãðàììû.

65



Ãðèãîðåíêî Í.Ë. Çàìå÷àíèå 4

Âîïðîñ: Âñòðå÷àþòñÿ îïå÷àòêè. Íàïðèìåð, íà ñòð. 109
(ñåäüìàÿ ñòðî÷êà ñâåðõó) â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû
ïðîïóùåí çíàê ìèíóñ ó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïåðâîé ñòðîêè
è ó âòîðîãî ñëàãàåìîãî èíäåêñ P äîëæåí áûòü çàìåíåí íà
èíäåêñ E.

Îòâåò:

Äà, îïå÷àòêè âñòðå÷àþòñÿ â òåêñòå, íî ïîäàâëÿþùåå èõ
áîëüøèíñòâî ñîäåðæèòñÿ â Ãëàâå 4, òàê êàê îíà â
ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåòåðïåâàëà áîëüøîå êîëè÷åñòâî
èçìåíåíèé: êàêèå-òî ïðèìåðû óäàëÿëèñü, êàêèå-òî
äîáàâëÿëèñü, êàêèå-òî ïåðåñ÷èòûâàëèñü íà ìåíåå ãðóáîé
ñåòêå, èç-çà ÷åãî âû÷èòêà ïîñòðàäàëà. Íî îñíîâíàÿ ìàññà
îïå÷àòîê ñîñðåäîòî÷åíà â ãëàâå ñ ïðèìåðàìè, è ñåé÷àñ
ïîäãîòîâëåí pdf-ôàéë äèññåðòàöèè ñ èñïðàâëåííûìè
îïå÷àòêàìè.
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Îñèïîâ Ñ.È. Çàìå÷àíèå 1

Âîïðîñ: Äîñàäíàÿ êðàòêîñòü îïèñàíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
ïðåäëîæåííîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû è çàäà÷, ðåøåííûõ â ïðîöåññå
íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïðèíÿòûõ îïòèìèçàöèé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðåäëîæåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû.

Îòâåò:

Äåéñòâèòåëüíî, â ðàáîòå áîëüøå óäåëåíî ìåñòà òåîðåòè÷åñêèì
âîïðîñàì, à íåïîñðåäñòâåííî êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè � ìåíüøå.
Åñëè ãîâîðèòü î ïðîáëåìàõ, êîòîðûå íóæíî áûëî ðåøàòü â ïðîöåññå
íàïèñàíèÿ ïðîãðàìì, òî ìîæíî ïðèâåñòè òàêîé ïðèìåð. ×àñòàÿ
îïåðàöèÿ � ïîèñê ÿ÷åéêè ñåòêè, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà. Åñëè
áû ñåòêà L âñåãäà áûëà ïðÿìîóãîëüíàÿ, òî ïîèñê ÿ÷åéêè áû çàíèìàë
êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Íî èç-çà òîãî, ÷òî ñåòêà ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ïðèøëîñü ïîëüçîâàòüñÿ áèíàðíûì ïîèñêîì ïî
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îòñîðòèðîâàííîìó ìàññèâó ÿ÷ååê ñåòêè,
âñëåäñòâèå ÷åãî èòîãîâàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü îäíîé
èòåðàöèè àëãîðèòìà ïîëó÷èëàñü n · log(n).
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Îñèïîâ Ñ.È. Çàìå÷àíèå 2

Âîïðîñ: Îòñóòñòâèå ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè
ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ÷èñëåííóþ ïðîöåäóðó è
ïðîöåäóðû âèçóàëèçàöèè.

Îòâåò:

Òåêóùèå âåðñèè ïðîãðàìì åùå ìîãóò áûòü
ìîäèôèöèðîâàíû è óëó÷øåíû. Ñåé÷àñ, ïðè äîáàâëåíèè â
êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà íîâîé
ðåàëèçàöèè îäíîãî èç èíòåðôåéñîâ, íóæíî
ïåðåêîìïèëèðîâàòü ïðîåêò áèáëèîòåêè êëàññîâ. Õîòåëîñü
áû ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîäëîæèòü ôàéë
áèáëèîòåêè, ñîäåðæàùèé ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ
èíòåðôåéñà, íåïîñðåäñòâåííî â ïàïêó ñ èñïîëíÿåìûì
ôàéëîì. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî áóäåò çàðåãèñòðèðîâàòü
ïðîãðàììû.
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Îñèïîâ Ñ.È. Çàìå÷àíèå 3

Âîïðîñ: Îòñóòñòâèå îöåíêè òðóäîåìêîñòè ðåàëèçàöèè
ïðîãðàììíîãî êîäà â óñëîâíûõ ÷åëîâåêî-ãîäàõ, íàïðèìåð,
ñîãëàñíî Áðóêñ, Ô. ¾Ìèôè÷åñêèé ÷åëîâåêî-ìåñÿö, èëè
Êàê ñîçäàþòñÿ ïðîãðàììíûå ñèñòåìû.¿ � ÑÏá.: Ïèòåð,
2021. � 368 ñ.

Îòâåò:

Òðóäîåìêîñòü ïðèìåðíî ìîæíî îöåíèòü îò äâóõ äî
÷åòûðåõ ÷åëîâåêî-ìåñÿöåâ.
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