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wWEDENIE

w RABOTE� RASSMATRIWA�TSQ DIFFERENCIALXNYE IGRY NA PLOSKOSTI S NEFIK�

SIROWANNYM MOMENTOM OKON�ANIQ� pERWYJ IGROK ZAINTERESOWAN W PEREWODE

FAZOWOGO WEKTORA NA CELEWOE MNOVESTWO� WTOROJ PREPQTSTWUET �TOMU�

pO TERMINOLOGII r�aJZEKSA ZADA�EJ KA�ESTWA NAZYWAETSQ ZADA�A WYDELE�

NIQ NA PLOSKOSTI MNOVESTWA WSEH TO�EK� OTKUDA PERWYJ IGROK GARANTIRUET

PEREWOD SISTEMY NA CELEWOE MNOVESTWO� w PERWOJ GLAWE PRIWODITSQ ALGO�

RITM RE�ENIQ ZADA�I KA�ESTWA DLQ LINEJNOJ SISTEMY OB�EGO WIDA� WO WTOROJ

GLAWE � DLQ KONKRETNOJ NELINEJNOJ SISTEMY� sPECIFI�ESKOJ OSOBENNOSTX�

�TIH ALGORITMOW QWLQETSQ TO� �TO ONI NE OPIRA�TSQ NA RE�ENIQ KAKIH�LIBO

WSPOMOGATELXNYH ZADA�� GDE PLATOJ QWLQETSQ WREMQ PEREWODA� w OSNOWE RE�E�

NIQ LEVAT KONSTRUKCII� SWQZANNYE S RASSMOTRENIEM SEMEJSTW POLUPRONICAE�

MYH KRIWYH� kOLI�ESTWO SEMEJSTW OPREDELQETSQ �ISLOM KONUSOW WYPUKLOSTI�

WOGNUTOSTI GAMILXTONIANA SISTEMY� rE�ENIE USLOVNQETSQ S UWELI�ENIEM KO�

LI�ESTWA SEMEJSTW� sLOVNOSTX ZADA�I KA�ESTWA ZAWISIT TAKVE OT WIDA CE�

LEWOGO MNOVESTWA� oSNOWNOE WNIMANIE UDELQETSQ SLU�A�� KOGDA CELEWOE MNO�

VESTWO ESTX TO�KA NA PLOSKOSTI�

aLGORITM POSTROENIQ MNOVESTW UROWNQ FUNKCII CENY W LINEJNOJ IGRO�

WOJ ZADA�E BYSTRODEJSTWIQ S WYPUKLYM CELEWYM MNOVESTWOM OPISYWAETSQ W

TRETXEJ GLAWE� oSNOWOJ RE�ENIQ SLUVIT POSTROENIE NA PLOSKOSTI W OBRAT�

NOM WREMENI LINIJ FRONTA� SOSTOQ�IH IZ TO�EK� GDE CENA IGRY POSTOQNNA�

pOMIMO KRIWOJ FRONTA� GRANICA MNOVESTWA UROWNQ WKL��AET BARXERNYE LI�

NII� NA KOTORYH CENA IGRY RAZRYWNA�

uKAZANNYE ALGORITMY RAZRABATYWALISX W iNSTITUTE MATEMATIKI I ME�

HANIKI uRo ran W �	�E GODY I OPIRA�TSQ NA IDEOLOGI� DIFFERENCIALXNYH

IGR� HARAKTERNU� DLQ sWERDLOWSKOJ �KOLY� w RABOTE PRIWEDENY LI�X KRATKIE

SHEMY I OSNOWNYE IDEI ALGORITMOW� gLAWNOE WNIMANIE UDELENO KONKRETNYM

PRIMERAM�
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oSNOWNYE OBOZNA�ENIQ

B � MNOVESTWO RAZRE�IMOSTI W ZADA�E KA�ESTWA�

P � GEOMETRI�ESKOE OGRANI�ENIE NA UPRAWLQ��EE WOZDEJSTWIE PERWOGO

IGROKA�

Q � GEOMETRI�ESKOE OGRANI�ENIE NA UPRAWLQ��EE WOZDEJSTWIE WTOROGO

IGROKA�

m � TERMINALXNAQ TO�KA W ZADA�E KA�ESTWA�

H � GAMILXTONIAN KONFLIKTNO�UPRAWLQEMOJ SISTEMY�

�����i � KORENX � NA � FUNKCII H��� x� W MNOVESTWE �����i�

�����i � KORENX � NA � FUNKCII H��� x� W MNOVESTWE �����i�

�����i � SEMEJSTWO S NOMEROM i POLUPRONICAEMYH KRIWYH PERWOGO TIPA�

�����i � SEMEJSTWO S NOMEROM i POLUPRONICAEMYH KRIWYH WTOROGO TIPA�

p�n��i � POLUPRONICAEMAQ KRIWAQ SEMEJSTWA ��n��i�

g���� g��� � KUSO�NO�GLADKIE POLUPRONICAEMYE KRIWYE PERWOGO I WTOROGO

TIPA� ISPOLXZUEMYE W PROCESSE POSTROENIQ MNOVESTWA B�

mr � TO�KI ISTOKA W NELINEJNOJ IGRE KA�ESTWA�

� � �AG POPQTNYH POSTROENIJ W IGROWOJ ZADA�E BYSTRODEJSTWIQ�

�� � DOPUSTIMAQ ZONA NA CELEWOM MNOVESTWE�

W �i��M� � MNOVESTWO UROWNQ FUNKCII CENY W IGROWOJ ZADA�E BYSTRO�

DEJSTWIQ� SOOTWETSTWU��EE MOMENTU i� PRI CELEWOM MNOVESTWE M �

Fi � FRONT MNOVESTWA W �i��M��

	



gLAWA �

lINEJNYE DIFFERENCIALXNYE IGRY KA�ESTWA

NA PLOSKOSTI

�� pOSTANOWKA ZADA�I

rASSMOTRIM SISTEMU WTOROGO PORQDKA

�x � Ax � u� v �����

x � R�� u � P� v � Q�

zDESX x � FAZOWYJ WEKTOR� A � POSTOQNNAQ MATRICA �� � � u I v � UPRAWLENIQ

PERWOGO I WTOROGO IGROKOW� STESNENNYE GEOMETRI�ESKIMI OGRANI�ENIQMI P I

Q SOOTWETSTWENNO� mNOVESTWA P I Q � WYPUKLYE ZAMKNUTYE MNOGOUGOLXNIKI

NA PLOSKOSTI� NE WYROVDA��IESQ W TO�KU� pERWYJ IGROK STREMITSQ ZAWESTI

SISTEMU ����� W ZADANNU� TO�KU m � R� � WTOROJ IGROK PREPQTSTWUET �TOMU�

tREBUETSQ NAJTI MNOVESTWO B WSEH NA�ALXNYH SOSTOQNIJ x� NA PLOSKOSTI� IZ

KOTORYH PERWYJ IGROK� STROQ SWOE UPRAWLENIE PO PRINCIPU OBRATNOJ SWQZI�

MOVET PRIWESTI SISTEMU W TO�KU m ZA KONE�NOE WREMQ PRI L�BYH DEJSTWIQH

WTOROGO IGROKA� nAZOWEM B MNOVESTWOM RAZRE	IMOSTI�

zADA�A O NAHOVDENII MNOVESTWA B QWLQETSQ PO TERMINOLOGII r�aJZEKSA 	�


ZADA�EJ KA�ESTWA
 PRI ISSLEDOWANII WOZMOVNOSTI PEREWODA W TO�KU m NAS IN�

TERESUET LI	X PRINCIPIALXNAQ WOZMOVNOSTX PEREWODA ZA KONE�NOE WREMQ� NO

NE SAMA WELI�INA WREMENI PEREWODA� oCENKA WREMENI PEREWODA MOVET ZAWISETX

OT NA�ALXNOJ TO�KI x� I PRI IZMENENII x� W PREDELAH B MOVET STREMITXSQ

K BESKONE�NOSTI� tAKIM OBRAZOM� ISSLEDUEMAQ ZADA�A ESTX DIFFERENCIALXNAQ

IGRA S NEOGRANI�ENNYM WREMENEM OKON�ANIQ�

dADIM STROGOE OPREDELENIE MNOVESTWA B� pUSTX U � SOWOKUPNOSTX WSEH

STRATEGIJ U PERWOGO IGROKA� A IMENNO� MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ� ZADANNYH

NA R��R� SO ZNA�ENIQMI W P � zDESX R� � MNOVESTWO NEOTRICATELXNYH �ISEL�

pUSTX � � PROIZWOLXNOE RAZBIENIE POLUOSI R� TO�KAMI � � t� � t� � ��� �ti �

� PRI i � ��� d��� � DIAMETR RAZBIENIQ� v��� � IZMERIMAQ FUNKCIQ WRE�

MENI SO ZNA�ENIQMI W Q� pRI FIKSIROWANNYH ��U� v��� �EREZ y�� �� x�� U� v����

OBOZNA�IM LOMANU� �JLERA 	�� �
 DLQ SISTEMY ������ WYHODQ�U� IZ TO�KI x��

�



oPREDELIM B KAK MNOVESTWO WSEH x� � R�� DLQ KAVDOGO IZ KOTORYH SU�E�

STWU�T STRATEGIQ U � U � MOMENT � I OTOBRAVENIE � � ���� IZ R� W R��

TAKIE� �TO KAKOWY BY NI BYLI � � �� RAZBIENIE � S DIAMETROM d��� � ����

I FUNKCIQ v��� SO ZNA�ENIQMI W Q� NAJDETSQ MOMENT t � 	�� �
� PRI KOTOROM

y�t�� x�� U� v���� BUDET PRINADLEVATX ��OKRESTNOSTI TO�KI m�

w SILU UTWERVDENIQ OB ALXTERNATIWE 	�� �
 WTOROJ IGROK MOVET UKLONITX

SISTEMU ����� OT POPADANIQ W m IZ L�BOJ TO�KI x� � R� nB NA L�BOM ZARANEE

ZADANNOM KONE�NOM PROMEVUTKE WREMENI�

w CELQH UPRO�ENIQ ALGORITMA POSTROENIQ MNOVESTWA B ISKL��IM IZ RAS�

SMOTRENIQ SLU�AJ �ODNOTIPNOSTI� T�E� KOGDA SU�ESTWUET MNOGOUGOLXNIK D�

TAKOJ� �TO P � �Q �D� w �TOM SLU�AE IGRA ����� SWODITSQ 	�� �
 K RE	ENI�

ZADA�I UPRAWLENIQ

�x � Ax � w� w � D�

�� gLADKIE POLUPRONICAEMYE KRIWYE

rE	ENIE ZADA�I O NAHOVDENII MNOVESTWA B OSNOWANO NA POSTROENII W FA�

ZOWOJ PLOSKOSTI SPECIALXNYH LINIJ � POLUPRONICAEMYH KRIWYH 	�
� dADIM

OPREDELENIE GLADKIH POLUPRONICAEMYH KRIWYH�

rASSMOTRIM NA PLOSKOSTI GLADKU� KRIWU� p �RIS� ����� oTMETIM POLOVI�

TELXNU� I OTRICATELXNU� STORONY KRIWOJ� sIMWOLOM ��x� OBOZNA�IM NOR�

MALX K KRIWOJ W TO�KE x� NAPRAWLENNU� W POLOVITELXNU� STORONU� kRIWAQ p

NAZYWAETSQ POLUPRONICAEMOJ� ESLI W KAVDOJ TO�KE x �TOJ KRIWOJ WYPOLNENO

USLOWIE

max
u�P

min
v�Q

h��x�� Ax � u� vi � �� �����

pOQSNIM SMYSL SWOJSTWA POLUPRONICAEMOSTI� pUSTX u� � P � UPRAWLENIE

PERWOGO IGROKA� DOSTAWLQ��EE MAKSIMUM W WYRAVENII ������ tOGDA IMEEM

h��x�� Ax � u� � vi � �

PRI L�BOM UPRAWLENII v � Q WTOROGO IGROKA� �TO OZNA�AET� �TO WEKTOGRAMMA

PRAWOJ �ASTI SISTEMY ����� PRI u � u� LEVIT W POLOVITELXNOM POLUPROSTRAN�

STWE� OPREDELQEMOM WEKTOROM ��x� �RIS� ����� dRUGIMI SLOWAMI� U PERWOGO

IGROKA ESTX UPRAWLENIE u�� NE DOPUSKA��EE PEREHOD DWIVENIJ SISTEMY S PO�

LOVITELXNOJ STORONY KRIWOJ p NA OTRICATELXNU��

�



p

�

�

x

Y
��x�

�v � v�
u � u� �

�

�

�

�

rIS� ���� sWOJSTWO POLUPRONICAEMOSTI�

pUSTX TEPERX v� � Q � UPRAWLENIE WTOROGO IGROKA� DOSTAWLQ��EE MINIMUM

W WYRAVENII ������ tOGDA

h��x�� Ax � u� v�i � �

PRI L�BOM UPRAWLENII u � P � wEKTOGRAMMA PRAWOJ �ASTI SISTEMY ����� PRI

v � v� LEVIT W OTRICATELXNOM POLUPROSTRANSTWE� OPREDELQEMOM WEKTOROM

��x�� u WTOROGO IGROKA ESTX UPRAWLENIE v � v�� NE DOZWOLQ��EE PEREHOD

DWIVENIJ SISTEMY S OTRICATELXNOJ STORONY KRIWOJ p NA POLOVITELXNU��

w KNIGE r�aJZEKSA METODIKA RE	ENIQ IGR KA�ESTWA OSNOWANA NA POSTRO�

ENII GLADKIH POLUPRONICAEMYH KRIWYH� mETODIKA r�aJZEKSA RASS�ITANA NA

SLU�AJ� KOGDA IZ TERMINALXNOGO MNOVESTWA WYHODQT DWE GLADKIE POLUPRONI�

CAEMYE KRIWYE� POLOVITELXNYE STORONY KOTORYH OBRA�ENY ODNA K DRUGOJ I

KOTORYE LIBO PERESEKA�TSQ MEVDU SOBOJ� LIBO NE PERESEKA�TSQ� NO UHODQT

W BESKONE�NOSTX� tOGDA �ASTO UDAETSQ POKAZATX� �TO MNOVESTWO� ZAKL��ENNOE

MEVDU KRIWYMI� ESTX MNOVESTWO B� oDNAKO W BOLX	INSTWE NAIBOLEE INTERE�

SNYH SLU�AEW� ESLI GLADKIE POLUPRONICAEMYE KRIWYE I UDAETSQ WYPUSTITX IZ

TERMINALXNOGO MNOVESTWA� TO ODNA IZ NIH ILI OBE OBRYWA�TSQ� NE PERESEKA�

QSX MEVDU SOBOJ�

w RABOTAH 	���
 OPISANA METODIKA POSTROENIQ MNOVESTWA B� OPIRA��AQSQ

NA SKLEJKU POLUPRONICAEMYH KRIWYH� pRI POMO�I �TOJ METODIKI RASSMATRI�

WAEMAQ LINEJNAQ DIFFERENCIALXNAQ IGRA KA�ESTWA NA PLOSKOSTI RE	AETSQ DO

KONCA� w SLEDU��IH RAZDELAH BUDET DANO KRATKOE IZLOVENIE �TOJ METODIKI I

OTWE�A��EGO EJ ALGORITMA POSTROENIQ MNOVESTWA B� dRUGIE SPOSOBY POSTRO�

ENIQ MNOVESTWA B NA OSNOWE SKLEJKI POLUPRONICAEMYH KRIWYH ISSLEDOWALISX

W RABOTAH 	����
�

�



�� sEMEJSTWA POLUPRONICAEMYH KRIWYH PERWOGO I WTO�

ROGO TIPA

rASSMOTRIM FUNKCI�

	��� � max
u�P

min
v�Q

h�� u� vi � max
u�P

h�� ui �min
v�Q

h�� vi� � � R��

w SILU PRINQTYH PREDPOLOVENIJ OTNOSITELXNO MNOVESTW P I Q� WS�

PLOSKOSTX MOVNO RAZBITX NA TAKOE �ETNOE �ISLO PODRQD IDU�IH KONUSOW

K�� ����K�s S WER	INOJ W NULE� NEPUSTOJ WNUTRENNOSTX� I RASTWOROM MENX	E 
�

�TO PRI L�BOM NE�ETNOM j � �� �s FUNKCIQ 	 WOGNUTA� A PRI L�BOM �ETNOM �

WYPUKLA� PRI L�BOM j � �� �s FUNKCIQ 	 NE QWLQETSQ LINEJNOJ NA Kj �

sIMWOLOM E OBOZNA�IM NEKOTORU� SOSTOQ�U� IZ �s ZWENXEW ZAMKNUTU�

LOMANU� LINI� NA PLOSKOSTI� TAKU�� �TO ESLI Ej � EE ZWENO S NOMEROM j�

TO Kj � �����Ej� uSLOWIMSQ� �TO PEREHOD OT KONUSA Kj K KONUSU Kj��� j �

�� �s� � PROISHODIT PROTIW �ASOWOJ STRELKI �RIS� ����� dLQ WSEH WEKTOROW

��� �� IZ E� NE RAWNYH MEVDU SOBOJ I NE PROTIWOPOLOVNYH PO NAPRAWLENI��

ZAPISX �� � �� BUDET OZNA�ATX� �TO NAPRAWLENIE WEKTORA �� POWOROTOM PROTIW

�ASOWOJ STRELKI NA UGOL MENX	IJ 
 SOWME�AETSQ S NAPRAWLENIEM WEKTORA ���

E�

K�

K�

E�

E�

K�

E�

K�

E�

K�

E� K�

rIS� ���� rAZBIENIE NA KONUSY Kj�

�



wWEDEM FUNKCI�

H��� x� � max
u�P

min
v�Q

h��Ax � u� vi � h��Axi � 	���� � � R��

o�EWIDNO� �TO FUNKCIQ H��� x� NASLEDUET SWOJSTWA WYPUKLOSTI� WOGNUTOSTI

FUNKCII 	 NA KONUSAH Kj�

pOLUPRONICAEMYE KRIWYE BUDUT STROITXSQ NA OSNOWE KORNEJ FUNKCII

H��� x�� sKAVEM� �TO FUNKCIQ H��� x� IMEET PRI �� � E KORENX � NA �� ESLI

H���� x� � � I PRI L�BOM � � DOSTATO�NO BLIZKOM K �� I UDOWLETWORQ��EM

USLOWI� � � �� �� � ���� WYPOLNENO NERAWENSTWO

H��� x� � � �H��� x� � ���

w ANALOGI�NOM PONQTNOM SMYSLE BUDEM GOWORITX O KORNE � NA � FUNKCII

H��� x��

oBOZNA�IM SIMWOLAMI ���	��� ���	������� ���	�s POPARNYE OB�EDINENIQ E� �E��

E� � E������ E�s�� � E�s SOOTWETSTWENNO� pUSTX ���	��� ���	������� ���	�s � POPAR�

NYE OB�EDINENIQ E� � E�� E� � E������ E�s � E�� w SILU OTME�ENNYH SWOJSTW

WYPUKLOSTI�WOGNUTOSTI� FUNKCIQ H��� x� MOVET IMETX W KAVDOM IZ MNOVESTW

���	�i� i � �� s� NE BOLEE ODNOGO KORNQ � NA �� A W KAVDOM IZ MNOVESTW

���	�i� i � �� s� NE BOLEE ODNOGO KORNQ � NA �� sIMWOLOM S��	�i �S��	�i�� i � �� s�

OBOZNA�IM SOWOKUPNOSTX WSEH x � R�� DLQ KAVDOGO IZ KOTORYH SU�ESTWUET KO�

RENX � NA � � � NA �� FUNKCII H��� x�� PRINADLEVA�IJ ���	�i ����	�i�� wEKTOR

IZ E� NA KOTOROM REALIZUETSQ KORENX � NA � � � NA ��� OBOZNA�IM �EREZ

���	�i�x� ����	�i�x��� fUNKCIQ ��n	�i���� n � �� �� i � �� s� UDOWLETWORQET LOKALX�

NOMU USLOWI� lIP	ICA W OBLASTI S�n	�i�

pUSTX �� � MATRICA POWOROTA NA UGOL 
�� PROTIW �ASOWOJ STRELKI� �� �

MATRICA POWOROTA NA UGOL 
�� PO �ASOWOJ STRELKE�

rASSMOTRIM W OBLASTI S��	�i DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

dz

d
� ���

��	�i�z�� �����

A W OBLASTI S��	�i � URAWNENIE

dz

d
� ���

��	�i�z�� �����

sIMWOLOM z��	�i��� z�� OBOZNA�IM MAKSIMALXNO PRODOLVENNOE WLEWO I WPRAWO

RE	ENIE URAWNENIQ ����� S NA�ALXNYM USLOWIEM z��	�i��� z�� � z�� aNALO�

GI�NO� PUSTX z��	�i��� z�� � RE	ENIE URAWNENIQ ����� S NA�ALXNYM USLOWIEM

�



z��	�i��� z�� � z�� iZ POSTROENIQ URAWNENIJ ������ ����� WYTEKAET� �TO FAZO�

WYE TRAEKTORII RE	ENIJ OBLADA�T SWOJSTWOM POLUPRONICAEMOSTI� fAZOWYE

TRAEKTORII MAKSIMALXNO PRODOLVENNYH RE	ENIJ URAWNENIQ ����� ������� OB�

RAZU�T SEMEJSTWO ���	�i ����	�i�� ZAPOLNQ��eE MNOVESTWo S��	�i �S��	�i�� kRIWYE

PERWOGO SEMEJSTWA� POLU�AEMYE NA OSNOWE KORNEJ � NA � FUNKCII H��� x� �

BUDEM NAZYWATX POLUPRONICAEMYMI KRIWYMI PERWOGO TIPA� kRIWYE WTOROGO

SEMEJSTWA� POLU�AEMYE NA OSNOWE KORNEJ � NA �� NAZOWEM POLUPRONICAEMYMI

KRIWYMI WTOROGO TIPA�

kOLI�ESTWO SEMEJSTW POLUPRONICAEMYH KRIWYH PERWOGO I WTOROGO TIPA

ZAWISIT OT KOLI�ESTWA U�ASTKOW WYPUKLOSTI�WOGNUTOSTI FUNKCII 	� w TOM

SLU�AE� KOGDA MNOVESTWO P ILI MNOVESTWO Q QWLQETSQ OTREZKOM� WS� PLO�

SKOSTX MOVNO RAZBITX NA �ETYRE PODRQD IDU�IH WYPUKLYH KONUSA Kj TAK�

�TO W KONUSAH K��K� FUNKCIQ 	 WOGNUTA� A W KONUSAH K��K� � WYPUKLA� tO�

GDA s � � I� SLEDOWATELXNO� IMEETSQ DWA SEMEJSTWA POLUPRONICAEMYH KRIWYH

PERWOGO TIPA I DWA SEMEJSTWA POLUPRONICAEMYH KRIWYH WTOROGO TIPA�

�� kRATKAQ SHEMA ALGORITMA POSTROENIQ MNOVESTWA

RAZRE�IMOSTI B� pRIMERY RE�ENIQ IGR KA�ESTWA

wOZMOVNY SLU�AI� KOGDA MNOVESTWO B SOSTOIT IZ ODNOJ TO�KI m� T�E� NA PLO�

SKOSTI NET NI ODNOJ OTLI�NOJ OT m NA�ALXNOJ TO�KI x�� OTKUDA PERWYJ IGROK

MOG BY OBESPE�ITX PEREWOD SISTEMY ����� W m ZA KONE�NOE WREMQ� wTOROJ

IGROK W �TOM SLU�AE GARANTIRUET UKLONENIE SISTEMY ����� OT POPADANIQ W m

PRI L�BOJ NA�ALXNOJ TO�KE x� 	� m� nEOBHODIMYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ

SOOTNO	ENIQ B � f m g PRIWEDENY W RABOTAH 	�����
�

aLGORITM 	���
 POSTROENIQ MNOVESTWA B OSNOWAN NA SKLEIWANII GLADKIH

POLUPRONICAEMYH KRIWYH W KUSO�NO�GLADKIE KRIWYE g��	� g��	� ANALIZE IH WZA�

IMNOGO RASPOLOVENIQ I PERESE�ENIQ� pRI �TOM KRIWAQ g��	 SOSTAWLQETSQ IZ

DUG SEMEJSTW ���	�i� i � �� s� A KRIWAQ g��	 � IZ DUG SEMEJSTW ���	�i� i � �� s�

w DANNOM PREPRINTE OGRANI�IMSQ POQSNENIEM IDEI ALGORITMA DLQ SLU�AQ�

KOGDA MNOVESTWO P QWLQETSQ OTREZKOM� A MNOVESTWO Q � WYPUKLYM MNOGOU�

GOLXNIKOM NA PLOSKOSTI� w �TOM SLU�AE RE	ENIE STROITSQ PRI POMO�I KRIWYH

�ETYREH SEMEJSTW
 ���	��� ���	��� ���	��� ���	��� bUDEM S�ITATX TAKVE� �TO MA�

TRICA A IMEET KOMPLEKSNYE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ� PRI�EM FAZOWYE TRAEKTO�

RII URAWNENIQ �x�t� � Ax�t� S ROSTOM t OBHODQT NA�ALO KOORDINAT PO �ASOWOJ

��



STRELKE�

u�ASTOK POLUPRONICAEMOJ KRIWOJ SEMEJSTWA ��n	�i OT TO�KI a DO TO�KI b

� WOZRASTAET PRI DWIVENII OT a K b� OBOZNA�IM �EREZ p�n	�i�a� b�� sIMWOLOM

p�n	�i�a� OBOZNA�IM POLUPRONICAEMU� KRIWU� SEMEJSTWA ��n	�i� WYHODQ�U� IZ

TO�KI a I DOWEDENNU� DO GRANICY MNOVESTWA S�n	�i�

pUSTX bi � �� ESLI i � �� I bi � �� ESLI i � ��

dLQ OSU�ESTWLENIQ SKLEJKI POLUPRONICAEMYH KRIWYH NAM PONADOBITSQ PO�

NQTIE TO�KI OTROSTKA� tO�KA b NAZYWAETSQ TO�KOJ OTROSTKA NA KRIWOJ p�n	�i�a��

ESLI ONA QWLQETSQ PERWOJ S KONCA TO�KOJ NA �TOJ KRIWOJ� DLQ KOTOROJ


�� SU�ESTWUET NULX �� FUNKCII H��� b�� PRINADLEVA�IJ MNOVESTWU ��n	�bi
�� SOSTAWNAQ KRIWAQ p�n	�i�a� b� � p�n	�bi�b� OBLADAET SWOJSTWOM POLUPRONICA�

EMOSTI�

uSLOWIE �� DOPUSKAET TAKVE FORMULIROWKU W TERMINAH KORNEJ FUNKCIIH��� x��

a IMENNO
 A� UGOL MEVDU WEKTORAMI ��n	�i�b�� �� MENX	E �ISLA 
 b� DLQ L��

BOGO WEKTORA � � E� ��n	�i�b� � � � �� WYPOLNENO NERAWENSTWO ����nH��� b� � �

c� PRI L�BOM � � E� DOSTATO�NO BLIZKOM K �� I l � ��� IMEEM ����nH��� b� � ��

pERWYJ 	AG ALGORITMA SOSTOIT W PROWERKE SOOTNO	ENIQ B 	� f m g � iS�

KL��AQ TONKIE� PRAKTI�ESKI REDKO WSTRE�AEMYE SLU�AI� DLQ WYPOLNENIQ �TOGO

DOSTATO�NO 	��
� �TOBY FUNKCIQ H���m� IMELA ROWNO ODIN KORENX � NA �� RO�

WNO ODIN KORENX � NA � I �TOBY UGOL MEVDU PERWYM I WTORYM WEKTORAMI�

OTS�ITYWAEMYJ OT PERWOGO KO WTOROMU PROTIW �ASOWOJ STRELKI� BYL MENX	E


� pREDPOLOVIM� �TO UKAZANNOE USLOWIE WYPOLNENO I REALIZUETSQ NA WEKTORAH

���	�i��m�� ���	�i��m��

kRIWYE g��	� g��	 STROQTSQ WETWQMI� wETWX S NOMEROM k OBOZNA�IM SIMWO�

LOM g
�n	
k � nA�INAEM S POSTROENIQ WETWI

g��	� �

�
p��	�i��m�� i� 	� i�

p��	�i��m� q
��	
� � � p��	�bi��q��	� �� i� � i��

zDESX q
��	
� � TO�KA OTROSTKA NA KRIWOJ p��	�i��m��

dALEE WETWI KRIWYH g��	� g��	 STROQTSQ POO�EREDNO
 g��	� � g��	� � g��	� � ��� � kAVDAQ

IZ NIH ESTX POLUPRONICAEMAQ KRIWAQ p�n	�i�q�n	k � PRI NEKOTOROM i� WYHODQ�AQ

IZ TO�KI q
�n	
k � KOTORAQ QWLQETSQ TO�KOJ OTROSTKA NA PREDYDU�EJ WETWI� s�I�

TAEM� �TO q
��	
� � m� pRI PEREHODE K SLEDU��EJ WETWI KRIWOJ DANNOGO TIPA

MENQEM NOMER SEMEJSTWA POLUPRONICAEMYH KRIWYH� eSLI� NAPRIMER� PRI PO�

STROENII WETWI g
�n	
k ISPOLXZOWALOSX SEMEJSTWO ��n	�i� TO PRI POSTROENII WETWI

��



g�n	k�� BUDET ISPOLXZOWANO SEMEJSTWO ��n	�bi� pERED POSTROENIEM O�EREDNOJ WETWI

g
�n	
k OPREDELQETSQ EE NA�ALXNAQ TO�KA q

�n	
k � eSLI TO�KI OTROSTKA DLQ O�EREDNOJ

WETWI NET� TO POSTROENIE KRIWOJ g�n	 OBRYWAEM� pROCESS NARA�IWANIQ KRI�

WOJ g�n	 IZOBRAVAETSQ POSLEDOWATELXNOSTX� g�n	� �m� q
�n	
� �� g�n	� �q�n	� � q

�n	
� �� ���� GDE

�EREZ g�n	k �a� b� OBOZNA�EN U�ASTOK KRIWOJ g�n	k OT TO�KI a DO TO�KI b�

w RASSMATRIWAEMOM SLU�AE KOMPLEKSNYH KORNEJ MATRICYA KRIWYE g��	� g��	

MOGUT POLU�ATXSQ ZAKRU�IWA��IMISQ I RASKRU�IWA��IMISQ SPIRALQMI� w

PROCESSE POSTROENIJ PROIZWODITSQ ANALIZ WZAIMNOGO RASPOLOVENIQ KRIWYH�

pRI POSTROENII KRIWOJ g
��	
k PROWERQETSQ EE PERESE�ENIE S POSTROEN�

NOJ K �TOMU MOMENTU �ASTX� KRIWOJ g��	� tAKOJ TIP PERESE�ENIQ NAZOWEM

��PERESE�ENIEM� tIPI�NYJ WID MNOVESTWA B W SLU�AE ��PERESE�ENIQ POKAZAN

NA RIS� ���� �ASTX KRIWOJ g��	� LEVA�AQ ZA TO�KOJ PERESE�ENIQ� NE U�ASTWUET

W OBRAZOWANII GRANICY MNOVESTWA B�

pRI POSTROENII KRIWOJ g��	k PROWERQETSQ EE PERESE�ENIE S POSTROEN�

NOJ K �TOMU MOMENTU �ASTX� KRIWOJ g��	� tAKOJ TIP PERESE�ENIQ NAZOWEM

��PERESE�ENIEM� wID MNOVESTWA B W SLU�AE ��PERESE�ENIQ POKAZAN NA RIS� ����

tONKOJ LINIEJ OTME�ENA �ASTX POLUPRONICAEMOJ KRIWOJ g��	� POSTROENNAQ� NO

NE WO	ED	AQ W OPISANIE GRANICY MNOVESTWA B�

w TOM SLU�AE� KOGDA KRIWAQ g��	 QWLQETSQ RASKRU�IWA��EJSQ I PERESEKAET

g��	� POLU�AEMOE PERESE�ENIE NAZOWEM ��PERESE�ENIEM� lOGIKA RABOTY ALGO�

RITMA W �TOM SLU�AE NAPOMINAET LOGIKU RABOTY PRI ��PERESE�ENII� mNO�

VESTWO �� OGRANI�ENNOE POSTROENNYMI DO TO�KI ��PERESE�ENIQ KRIWYMI

g��	� g��	� NE WHODIT W MNOVESTWO B� wID MNOVESTWA W SLU�AE ��PERESE�ENIQ

OPREDELQETSQ POWEDENIEM KRIWOJ g��	 POSLE TO�KI ��PERESE�ENIQ� a IMENNO


ESLI g��	 IMEET PREDELXNYJ CIKL� TO clB � cl����	 n ��� GDE ���	 � MNOVESTWO�

OGRANI�ENNOE PREDELXNYM CIKLOM� ESLI g��	 NE IMEET PREDELXNOGO CIKLA� TO

clB � cl�R�n��� nA RIS� ��� POKAZAN PRIMER ��PERESE�ENIQ� kRIWAQ g��	 RASKRU�

�IWAETSQ I NE IMEET PREDELXNOGO CIKLA� mNOVESTWO B ESTX WSQ PLOSKOSTX ZA

WY�ETOM OTKRYTOGO MNOVESTWA� OGRANI�ENNOGO KRIWYMI g��	�m���� g��	�m����

�ASTX KRIWOJ g��	� RASPOLOVENNAQ ZA TO�KOJ ��PERESE�ENIQ �RASKRU�IWA��A�

QSQ SPIRALX�� POKAZANA TONKOJ LINIEJ�

oTMETIM� �TO NA SAMOM DELE PERESE�ENIQ PROWERQ�TSQ NE S UKAZANNYMI

KRIWYMI CELIKOM� A LI	X S NEKOTORYMI SPECIALXNYM OBRAZOM OPREDELQEMYMI

U�ASTKAMI�

eSLI W PROCESSE POSTROENIJ PROISHODIT PERESE�ENIE KRIWYH g��	 I g��	� TO

EGO MOVNO OTNESTI K ODNOMU IZ TREH TIPOW
 �� �� ILI ��PERESE�ENIE� eSLI

��
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PERESE�ENIQ NET� TO REALIZU�TSQ SLEDU��IE SLU�AI�

kRIWYE g��	� g��	 RASKRU�IWA�TSQ� NE PERESEKAQSX� mNOVESTWO B W �TOM SLU�

�AE OGRANI�ENO KRIWYMI g��	 I g��	� BESKONE�NO� NO NE SOWPADAET SO WSEJ PLO�

SKOSTX� �RIS� �����

kRIWAQ g��	 � RASKRU�IWA��AQSQ SPIRALX� eSLI ONA IMEET PREDELXNYJ CIKL�

PUSTX ���	 � OTKRYTOE MNOVESTWO� IM OGRANI�ENNOE� kOGDA PREDELXNOGO CIKLA

NET� PRIMEM ���	 � R�� kRIWAQ g��	 LIBO ZAKRU�IWA��AQSQ SPIRALX� IME��AQ

PREDELXNYJ CIKL� LIBO EE POSTROENIE OBORWANO IZ�ZA OTSUTSTWIQ TO�KI OT�

ROSTKA� eSLI g��	 IMEET PREDELXNYJ CIKL� PUSTX ���	 � ZAMKNUTOE MNOVESTWO�

IM OGRANI�ENNOE� kOGDA PREDELXNOGO CIKLA NET� PRIMEM ���	 � 
� wO WSEH

SLU�AQH B � ���	 n���	�

mNOVESTWO B NE WSEGDA ZAMKNUTO
 NEKOTORYE GRANI�NYE KRIWYE MOGUT NE

WHODITX W OTWET� nAPRIMER� W SLU�AE� KOGDA MNOVESTWO B OGRANI�ENO PREDELX�

NYM CIKLOM KRIWOJ g��	� SAM PREDELXNYJ CIKL NE PRINADLEVIT MNOVESTWU B�

pRIWEDENNYE PRIMERY PROS�ITANY NA KOMPX�TERE PRI POMO�I PRO�

GRAMMY 	�
�

w RABOTAH 	�� �
 DLQ SLU�AQ� KOGDA P � OTREZOK� PROWEDENO DOKAZATELX�

STWO SU�ESTWOWANIQ SPOSOBA UPRAWLENIQ PERWOGO IGROKA� PRIWODQ�EGO SI�

STEMU ����� W TO�KU m ZA KONE�NOE WREMQ� dOKAZATELXSTWO OPIRAETSQ NA RAZ�

BIENIE MNOVESTWA B NA �LEMENTARNYE �Q�EJKI �KRIWOLINEJNYE MNOGOUGOLX�

NIKI�
 ��� �����d� q�EJKA �� PRIMYKAET K TO�KE m� kAVDOMU TIPU Q�EJKI STA�

WITSQ W SOOTWETSTWIE UPRAWLENIE PERWOGO IGROKA �POSTOQNNOE WO WNUTRENNO�

STI Q�EJKI� S OSOBENNOSTQMI NA GRANICE�� OBESPE�IWA��EE PEREWOD IZ Q�EJKI

S BOLX	IM NOMEROM W Q�EJKU S MENX	IM NOMEROM� A IZ Q�EJKI �� � W TO�KUm�

w PRIMERAH� GDE PRI POSTOQNNYH u� v FAZOWYE TRAEKTORII SISTEMY �����

QWLQ�TSQ OKRUVNOSTQMI� MNOVESTWO B MOVET BYTX POSTROENO CIRKULEM� pO�

QSNIM �TO NA SLEDU��EM PRIMERE� rASSMOTRIM UPRAWLQEMU� SISTEMU

�x� � x� � u� � v�
�x� � �x� � u� � v��

�����

u �

�
u�
u�

�
� P� v �

�
v�
v�

�
� Q�

mNOVESTWA P�Q POKAZANY NA RIS� ���� mNOVESTWO P � SIMMETRI�NYJ

OTNOSITELXNO NULQ WERTIKALXNYJ OTREZOK DLINOJ ���

iMEEM u� � �� T�E� UPRAWLQ��EE WOZDEJSTWIE PERWOGO IGROKA � SKALQRNOE�

OGRANI�ENIE NA NEGO MOVNO ZAPISATX W WIDE j u� j� �� bUDEM PREDPOLAGATX �

��



DOSTATO�NO BOLX	IM� wER	INY OTREZKA P OBOZNA�IM �EREZ h�� h�� NORMALI �

SIMWOLAMI ��� ��� mNOVESTWO Q � �ETYREHUGOLXNIK S WER	INAMI r�� r�� r�� r��

wNUTRENNIE NORMALI K Q OBOZNA�IM �EREZ ��� ��� ��� ���

�

�
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h�

rIS� ���� mNOVESTWA P� Q DLQ IGRY ������

rASSMOTRIM RAZBIENIE PLOSKOSTI NA KONUSY K�� ����K� �RIS� ����� I PUSTX

E � SOOTWETSTWU��AQ TAKOMU RAZBIENI� ZAMKNUTAQ LOMANAQ LINIQ IZ �ETY�

REH ZWENXEW E�� ���� E�� fUNKCIQ 	��� � max
u�P

min
v�Q

h�� u�vi WOGNUTA NA KONUSE K��

POSKOLXKU W �TOM KONUSE NET NORMALEJ S MNOVESTWA P �STALO BYTX� max
u�P

hl� ui

PRI L�BOM � � K� DOSTIGAETSQ NA ODNOM I TOM VE WEKTORE IZ OTREZKA P �� NO

ESTX NORMALX �� K MNOVESTWU Q� pO ANALOGI�NOJ PRI�INE FUNKCIQ 	 WOGNUTA

NA KONUSEK�� fUNKCIQ 	 WYPUKLA NA KONUSE K�� POSKOLXKU ON NE SODERVIT WEK�

TOROW NORMALEJ K MNOVESTWU Q �STALO BYTX� min
v�Q

h�� vi DOSTIGAETSQ NA ODNOM

I TOM VE �LEMENTE IZ Q�� NO SODERVIT NORMALX �� K OTREZKU P � kONUS K�

SODERVIT NORMALI ��� �� MNOVESTW P I Q� I ONI SOWPADA�T PO NAPRAWLENI��

fUNKCIQ 	 QWLQETSQ WYPUKLOJ W KONUSE K�� POSKOLXKU DLINA OTREZKA P BOLX	E

DLINY PARALLELXNOGO EMU OTREZKA 	r�� r�
�

��
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rIS� ���� rAZBIENIE NA KONUSY DLQ IGRY ������

oBOZNA�IM ���	�� � E��E�� ���	�� � E��E�� ���	�� � E��E�� ���	�� � E��E��

pRIMEM eJ � cl��P �Q� n ��Q � h�� � �Q� h�����

dLQ RASSMATRIWAEMOGO PRIMERA MNOVESTWO eJ POKAZANO NA RIS� ���� kAVDAQ

WER	INA LOMANOJ� OGRANI�IWA��EJ MNOVESTWO eJ � ESTX WEKTOR u� v�

ea � h� � r�� eb � h� � r�� ec � h� � r�� ed � h� � r�� ee � h� � r��

pUSTX eS�n	�i � SOWOKUPNOSTX WSEH y � R�� DLQ KAVDOGO IZ KOTORYH W MNOVE�

STWE ��n	�i SU�ESTWUET PRI n � � KORENX � NA �� A PRI n � � KORENX � NA �

FUNKCII max
u�P

min
v�Q

h�� u� v � yi� nETRUDNO PROWERITX� �TO MNOVESTWA eS�n	�i

W NA	EM PRIMERE IME�T WID� POKAZANNYJ NA RIS� ����� pOLU�AEM

S�n	�i � fx � R� � �Ax � y� y � eS�n	�ig� n � �� �� i � �� ��

pOLOVIM

J � fx � R� � �Ax � y� y � eJg�
��



w RAZBIRAEMOM PRIMERE MATRICA
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PO�TOMU MNOVESTWA S�n	�i� J POLU�A�TSQ IZ MNOVESTW eS�n	�i� eJ POWOROTOM NA

UGOL 
�� PO �ASOWOJ STRELKE�
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rIS� ���� pOSTROENIE MNOVESTWA eJ�

w L�BOJ TO�KE x WNE MNOVESTWA J SU�ESTWUET ODIN KORENX� NA � FUNKCII

H��� x� I ODIN KORENX � NA �� dLQ L�BOJ TO�KI IZ WNUTRENNOSTI J IMEEM PO

DWA KORNQ KAVDOGO TIPA�

pOLUPRONICAEMYE KRIWYE SEMEJSTW ��n	�i SOSTAWLENY IZ DUG OKRUVNOSTEJ�

CENTRY KOTORYH NAHODQTSQ W TO�KAH a� b� c� d� e� tAK� NAPRIMER� NA RIS�

���� POKAZANA POLUPRONICAEMAQ KRIWAQ p��	��� WHODQ�AQ W SEMEJSTWO ���	��� oNA

SOSTOIT IZ DUG w�w�� w�w�� w�w�� w�w� S CENTRAMI W TO�KAH d� e� a� b

SOOTWETSTWENNO� nA RIS� ���� POKAZANA POLUPRONICAEMAQ KRIWAQ p��	��� WHO�

DQ�AQ W SEMEJSTWO ���	��� dUGI f�f�� f�f� SOOTWETSTWU�T CENTRAM b� c�
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rIS� ����� wID MNOVESTW eS�n	�i�

pOQSNIM POSTROENIE MNOVESTWA B DLQ TERMINALXNOJ TO�KI m IZ

S��	��TS��	�� �RIS� ������

pOLUPRONICAEMAQ KRIWAQ p��	���m� SEMEJSTWA ���	�� QWLQETSQ DUGOJ OKRUV�

NOSTI S CENTROM W TO�KE e� dUGU p��	���m� DOWODIM DO GRANICY MNOVESTWA

S��	��� sIMWOLOM � OBOZNA�ENA POSLEDNQQ TO�KA NA �TOJ KRIWOJ� i�EM TO�KU

OTROSTKA� pEREBIRAEM� NA�INAQ S KONCA� TO�KI NA DUGE p��	���m��� I NAHO�

DIM PERWU� TO�KU q
��	
� � W KOTOROJ WYPOLNENY USLOWIQ ����� SO STR� ��� oT�

METIM� �TO USLOWIQ ��� �a�� �c� WYPOLNENY DLQ WSEH TO�EK DUGI p��	���q��	� � ���

A USLOWIE �b� LI	X W TO�KE q��	� � iZ NAJDENNOJ TO�KI q
��	
� WYPUSKAEM KRIWU�

p��	���q��	� � SEMEJSTWA ���	�� �ONA SOSTAWLENA IZ DUG OKRUVNOSTEJ S CENTRAMI
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rIS� ����� pOLUPRONICAEMAQ KRIWAQ

IZ SEMEJSTWA ���	���

W TO�KAH b� c�� dOWODIM EE DO GRANICY MNOVESTWA S��	��� KRIWAQ g��	� SOSTOIT

IZ DWUH GLADKIH KUSKOW
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pEREHODIM K POSTROENI� PERWOJ WETWI KRIWOJ g��	� kRIWAQ p��	���m� SOSTA�

WLENA IZ DUG OKRUVNOSTEJ S CENTRAMI W TO�KAH c� d� w PROCESSE EE POSTRO�

ENIQ ANALIZIRUEM ��PERESE�ENIE S KRIWOJ g
��	
� � w DANNOM SLU�AE TAKOE PERE�

SE�ENIE ESTX� pOSTROENIQ ZAKAN�IWAEM� mNOVESTWO B OGRANI�ENO KRIWYMI

g
��	
� �m���� g
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nA RIS� ���� UKAZANY POLOVITELXNYE I OTRICATELXNYE STORONY KRIWYH�

uPRAWLENIE OBRATNOJ SWQZI� RE	A��EE ZADA�U O PRIWEDENII W TO�KUm� MOVET

BYTX POSTROENO NA OSNOWE SLEDU��EJ SHEMY
 IZ L�BOJ TO�KI x� � B PRI

u� � � DWIVENIE WYHODIT NA KRIWU� p��	���m� q
��	
� �� PEREKL��ENIE UPRAWLENIQ

NA u� � �� PREDOTWRA�AET PEREHOD NA OTRICATELXNU� STORONU �TOJ KRIWOJ�

PRI SHODE NA POLOVITELXNU� STORONU KRIWOJ p��	���m� q
��	
� � �EREZ NEKOTOROE

WREMQ WNOWX DEJSTWUET u� � � I TAK DALEE� REVIM SKOLXVENIQ OKOLO KRIWOJ

p��	���m� q
��	
� � OBESPE�IWAET DWIVENIE W NAPRAWLENII TO�KI m�

mNOVESTWO B DLQ DRUGOJ TERMINALXNOJ TO�KI m � S��	��TS��	�� POKAZANO
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rIS� ����� mNOVESTWO B DLQ m � S��	��TS��	���
sLU�AJ KASANIQ KRIWYH g��	� g��	�

NA RIS� ����� pODOBRAN SLU�AJ� KOGDA NET NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI B OT m�

PRI NEBOLX	IH SME�ENIQH TO�KIm MNOVESTWO B IZMENQETSQ SKA�KOM� pO �TOJ

PRI�INE REZULXTAT RE	ENIQ ZADA�I ZAWISIT OT WYBIRAEMOJ FORMALIZACII�

��



w ISPOLXZUEMOJ NAMI FORMALIZACII� KOTORAQ SOOTWETSTWUET KNIGAM 	�� �
�

MNOVESTWO B WKL��AET W SEBQ �ASTX C POSLE TO�KI KASANIQ �� pRI DRUGIH

WARIANTAH FORMALIZACII �TA �ASTX MOVET NE WHODITX W OTWET� oTMETIM� �TO

NA OBOIH RISUNKAH MNOVESTWO B NE QWLQETSQ ZAMKNUTYM
 W NEGO NE WKL��AETSQ

DUGA �q��	� NA RIS� ���� I ANALOGI�NAQ EJ DUGA NA RIS� �����

mNOVESTWA ��n	�i W RASSMOTRENNOM PRIMERE BYLI WWEDENY PRI POMO�I LO�

MANOJE SO ZWENXQMIE�� E�� E�� E�� wOZMOVNO DRUGOE ZADANIE MNOVESTW ��n	�i

PRI POMO�I DWUH PARALLELXNYH GORIZONTALXNYH PRQMYH� KOTORYE UDOBNO

OBOZNA�ITX E�� E�� pRQMAQ E� PROHODIT NIVE NULQ� PRQMAQ E� � WY	E NULQ�

pOSKOLXKU P � WERTIKALXNYJ OTREZOK� TO FUNKCIQ 	 WOGNUTA NA KAVDOJ IZ

PRQMYH E�� E�� zADANIE ��n	�i � ���	�� � E�� ���	�� � E�� ���	�� � E�� ���	�� � E��

tAKOE OPREDELENIE W NEKOTORYH SLU�AQH MOVET BYTX NESKOLXKO BOLEE UDOBNYM

I BUDET ISPOLXZOWANO W GLAWE �� sLEDUET� ODNAKO� U�ITYWATX� �TO PRI IZME�

NENNOM OPREDELENII GORIZONTALXNYE WEKTORY NE WHODQT W MNOVESTWA ��n	�i�

kOMPX�TERNYJ ALGORITM POSTROENIQ MNOVESTWA B NE ISPOLXZUET KAKOE�

LIBO QWNOE GEOMETRI�ESKOE OPISANIE MNOVESTW eS�n	�i� S�n	�i� eJ� J � uKAZANNYE
MNOVESTWA POLEZNY� KOGDA MY STROIM MNOVESTWO B �NA RUKAH� w 	�
 OPISANA

PROGRAMMA� PREDNAZNA�ENNAQ DLQ POSTROENIQ MNOVESTWA B W SLU�AE PROIZ�

WOLXNOJ MATRICY A S KOMPLEKSNYMI SOBSTWENNYMI ZNA�ENIQMI I PROIZWOLX�

NYH WYPUKLYH MNOGOUGOLXNIKOW P� Q� ZADA��IH OGRANI�ENIQ NA UPRAWLQ��

�IE WOZDEJSTWIQ IGROKOW� pROGRAMMA STROIT NA OSNOWE KORNEJ FUNKCII H

POLUPRONICAEMYE KRIWYE� SWQZANNYE S TO�KOJ m� PROWODIT ANALIZ IH WZAIM�

NOGO RASPOLOVENIQ I WYDAET GRANICU MNOVESTWA B� nA RIS� ��������� PRED�

STAWLENY PROS�ITANNYE NA KOMPX�TERE MNOVESTWA B DLQ RAZLI�NYH WARIAN�

TOW MATRICY A� MNOVESTW P � Q�

pOLNOE OPISANIE RE	ENIQ ZADA�I KA�ESTWA PRI SKALQRNOM UPRAWLENII PER�

WOGO IGROKA �MNOVESTWO P � OTREZOK� I PROIZWOLXNOJ MATRICE A SODERVITSQ

W RABOTAH 	�� �
�

w SLU�AE DEJSTWITELXNYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ RE	ENIE� KAK PRAWILO�

UPRO�AETSQ ZA S�ET UMENX	ENIQ KOLI�ESTWA WETWEJ KRIWYH g��	� g��	� s DRUGOJ

STORONY� ONO USLOVNQETSQ W TOM� �TO DLQ NAHOVDENIQ MNOVESTWA B NE WSEGDA

DOSTATO�NO POSTROENIQ WETWEJ POLUPRONICAEMYH KRIWYH� SWQZANNYH S TO��

KOJ m� iNOGDA NEOBHODIMO PRIWLEKATX POLUPRONICAEMYE KRIWYE PERWOGO I

WTOROGO TIPA� SWQZANNYE S ODNOJ ILI NESKOLXKIMI DOPOLNITELXNYMI TO�KAMI

�ISTOKA� nA RIS� ���� POKAZAN PRIMER MNOVESTWA B W SLU�AE DEJSTWITELXNYH

KORNEJ MATRICY A� tO�KA m� QWLQETSQ TO�KOJ ISTOKA�

��



pRIMERY RE�ENIQ ZADA�I KA�ESTWA W SLU�AE

NESKALQRNOGO UPRAWLENIQ PERWOGO IGROKA
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mY RASSMOTRELI SLU�AJ� KOGDA TERMINALXNOE MNOVESTWO � TO�KA� rE	ENIE

ZADA�I KA�ESTWA DLQ PROIZWOLXNOGO WYPUKLOGO KOMPAKTNOGO TERMINALXNOGO

MNOVESTWAM TAKVE MOVET BYTX OSU�ESTWLENO PRI POMO�I POLUPRONICAEMYH

KRIWYH PERWOGO I WTOROGO TIPA� sAMYJ PROSTOJ SLU�AJ PRI �TOM� KOGDA K MNO�

VESTWUM PODSOEDINQ�TSQ ODIN ILI NESKOLXKO KUSKOW MNOVESTWA B� KAVDYJ IZ

KOTORYH STROITSQ NEZAWISIMO� I TAKIE KUSKI NE PERESEKA�TSQ MEVDU SOBOJ�

pODOBNAQ SITUACIQ POKAZANA NA RIS� ����� GDE PROS�ITANNOE NA KOMPX�TERE

MNOVESTWO B SOSTOIT IZ DWUH KUSKOW B�� B�� zNA�ITELXNOE USLOVNENIE PRO�

ISHODIT TOGDA� KOGDA UPOMQNUTYE NEZAWISIMYE KUSKI NA�INA�T PERESEKATXSQ

MEVDU SOBOJ�

��



gLAWA �

nELINEJNAQ IGRA KA�ESTWA

iDEQ ALGORITMA POSTROENIQ MNOVESTWA B W LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH

IGRAH KA�ESTWA NA PLOSKOSTI MOVET BYTX RASPROSTRANENA NA DIFFERENCIALX�

NYE IGRY KA�ESTWA S NELINEJNOJ PO FAZOWOJ PEREMENNOJ DINAMIKOJ� w DANNOJ

GLAWE OPI�EM MODIFIKACI� ALGORITMA NA SLU�AJ NELINEJNOJ SISTEMY

�x� � x� � v�
�x� � �k sin�x� � a� � u� � c

�����

v� � ���� �
��� j u� j� ��

tERMINALXNOE MNOVESTWO � TO�KAm NA PLOSKOSTI� pOSTOQNNYE c� �� k SWQZANY

SOOTNO�ENIEM c � �� k� k � 	
 nE UPRO�AQ ZADA�U PO SU�ESTWU� �TO USLOWIE

SOKRA�AET �ISLO WOZMOVNYH KONFIGURACIJ MNOVESTWA B
 bOLEE PODROBNO

MATERIAL �TOJ GLAWY IZLOVEN W ���� ��


�� oPISANIE SEMEJSTW POLUPRONICAEMYH KRIWYH

pO ANALOGII S GLAWOJ 	 RASSMOTRIM FUNKCI�

���� � max
u�P

min
v�Q

h�� u� vi� � � R��

GDE P � OTREZOK S WER�INAMI �	� ��� �	����� A Q � OTREZOK S WER�INAMI

���� c�� ���� c�
 pOSKOLXKU MNOVESTWO P � WERTIKALXNYJ OTREZOK� TO WSQ PLO�

SKOSTX RAZBIWAETSQ OSX� ABSCISS NA DWE POLUPLOSKOSTI f�� � 	g� f�� � 	g�

W KAVDOJ IZ KOTORYH FUNKCIQ � WOGNUTA� wZAMEN LOMANOJ E� WWEDENNOJ W

RAZDELE 
 GLAWY 	� RASSMOTRIM GORIZONTALXNYE PRQMYE E� � �� � �� �� �

PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE �ISLO� I E� � �� � �
 pOLOVIM

������ � E�� ������ � E�� ������ � E�� ������ � E��

fUNKCIQ H IMEET WID

H�l� x� � h��

�
x�

�k sin�x� � a�

�
i� ����

�



I NASLEDUET SWOJSTWA FUNKCII � PO PEREMENNOJ �
 pO�TOMU PRI FIKSIROWAN�

NOM x FUNKCIQ H MOVET IMETX NE BOLEE ODNOGO KORNQ � NA � I NE BOLEE ODNOGO

KORNQ � NA � W KAVDOM IZ MNOVESTW ��n��i� n � �� �� i � �� �


kAK I W RAZDELE � GLAWY 	� RASSMOTRIM MNOVESTWO eS�n��i � SOWOKUPNOSTX

WSEH y � R�� DLQ KAVDOGO IZ KOTORYH W MNOVESTWE ��n��i SU�ESTWUET PRI n � �

KORENX � NA �� A PRI n � � KORENX � NA � FUNKCII max
u�P

min
v�Q

hl� u � v � yi�

mNOVESTWA eS�n��i� n � �� �� i � �� �� IME�T WID� POKAZANNYJ NA RIS� �	� I

QWLQ�TSQ OTKRYTYMI�
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rIS� �	� mNOVESTWA eS�n��i


wWEDEM OTOBRAVENIE � � �x�� x�� � ��x�� k sin�x� � a��� pROOBRAZ MNO�

VESTWA eS����i � eS����i� PRI OTOBRAVENII � ESTX MNOVESTWo S����i �S����i�� DLQ KA�

VDOJ TO�KI x KOTOROGO SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ KORENX �����i�x� ������i�x� �

��



FUNKCII H��� x�� PRINADLEVA�IJ MNOVESTWU �����i � �����i � I OTWE�A��IJ PE�

REMENE ZNAKA � NA � � � NA ��


w SILU USLOWIQ c � � � k PROOBRAZ MNOVESTWA fy � y� � �� � cg PRI

OTOBRAVENII � PUST� pO�TOMU S����� �S������ � POLUPLOSKOSTX NIVE �WY�E�

PRQMOJ x� � ��� � x� � ��� �


eSLI j � � c j 	k � �� TO MNOVESTWO S�n��i� n �� i� PREDSTAWLQET SO�

BOJ SOWOKUPNOSTX SDWIVEK MNOVESTWA X�n��i �RIS� �� NA WELI�INU �
r� r �

	������� ���� WDOLX OSI ABSCISS� bUKWAMI b� d� e NA RIS� � OBOZNA�ENY WELI�

�INY

�a� arcsin
�� c

k
� 
� �a� arcsin

�� c

k
� �a� arcsin

�� c

k
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SOOTWETSTWENNO� w SLU�AE j � � c j 	k � � MNOVESTWA S������ S����� IME�T WID�

POKAZANNYJ NA RIS� �
�

X�����

�
� �

�b����� �d����� X�����

�
� �

�b����� �e�����

�e����� �d�����

X�����

�b�����

�e�����

�e�����

�d�����

X�����

�
� �

�b����� �d�����

rIS� �� wSPOMOGATELXNYE MNOVESTWA X�n��i


eSLI j � � c j 	k � �� TO PROOBRAZ MNOVESTWA fy � y� � �� cg PRI OTOBRA�

VENII � PUST� w �TOM SLU�AE MNOVESTWO S����� � S����� � BUDET POLUPLOSKOSTX�

��



WY�E �NIVE� PRQMOJ x� � ��� � x� � ��� �


S�����

x� � ���

S�����

x� � ���

rIS� �
� mNOVESTWA S������ S�����


fUNKCIQ ��n��i���� n � �� �� i � �� �� UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA W

L�BOM ZAMKNUTOM OGRANI�ENNOM PODMNOVESTWE MNOVESTWA S�n��i
 kAK I W LI�

NEJNOM SLU�AE� RASSMOTRIM W OBLASTI S����i DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

dz

d�
� ���

����i�z�� �����

A W OBLASTI S����i � URAWNENIE

dz

d�
� ���

����i�z�� �����

fAZOWYE TRAEKTORII MAKSIMALXNO PRODOLVENNYH W MNOVESTWE S����i �S����i�

RE�ENIJ URAWNENIQ ��� � ��
� � OBRAZU�T SEMEJSTWO �����i ������i� POLUPRO�

NICAEMYH KRIWYH�

pOLOVIM

F � fx � R� � k sin�x� � a� � �� cg� G � fx � R� � k sin�x� � a� � �� cg�

w SLU�AE j � � c j 	k � � MNOVESTWO F �G� QWLQETSQ SOWOKUPNOSTX� WER�

TIKALXNYH POLOS Fr �Gr�� r � 	������� ���� POWTORQ��IHSQ S PERIODOM �



pOLOSY OPREDELQ�TSQ WERTIKALXNYMI PRQMYMI

Mr � fx � R� � x� � �a� arcsin
�� c

k
� �
rg�

Nr � fx � R� � x� � �a� arcsin
�� c

k
� 
 � �
rg�

�	



eSLI �� � c�	k � ��� TO F � �� G � R�� eSLI �� � c�	k � �� TO F �

R�� G � ��

nIVE RASSMATRIWAEM SLU�AJ j �� c j 	k � � KAK NAIBOLEE SLOVNYJ�

pOLUPRONICAEMYE KRIWYE p�n��i SEMEJSTWA ��n��i MOVNO INTERPRETIROWATX

KAK FAZOWYE TRAEKTORII SISTEMY ��	�� a IMENNO� KRIWYE p����� QWLQ�TSQ

FAZOWYMI TRAEKTORIQMI PRI u� � ��� v� � ��
 kRIWYE p����� ESTX FAZOWYE

TRAEKTORII PRI u� � ��� v� � ��
 kRIWYE p����� � FAZOWYE TRAEKTORII PRI

u� � �� UPRAWLENIE v� � �� W MNOVESTWE G I v� � �� W MNOVESTWE F 
 kRIWYE

p����� ESTX FAZOWYE TRAEKTORII PRI u� � �� UPRAWLENIE v� � �� W MNOVESTWE G

I v� � �� W MNOVESTWE F 


rASSMATRIWAEMYE POLUPRONICAEMYE KRIWYE SHEMATI�NO IZOBRAVENY NA

RIS� ��� sTRELKI POKAZYWA�T NAPRAWLENIE DWIVENIQ W OBRATNOM WREMENI

ILI� �TO TO VE SAMOE� PRI UWELI�IWA��EMSQ � W URAWNENIQH ���� ��
��

����
�F G F

����
�

����
� G F G

����
�

D
���
r

hr

D
���
r

D
���
r

D
���
r

mr

rIS� ��� sEMEJSTWA POLUPRONICAEMYH KRIWYH�

kRIWYE p����� GLADKO SOPRQGA�TSQ S KRIWYMI p����� NA OTREZKAH D���
r � fx �

��



x� � ���g
T
clGr� r � 	������� ���
 iSKL��ENIE SOSTAWLQ�T TO�KI

mr � ��a� arcsin
�� c

k
� 
 � �
r� ���� � D���

r

�
Nr�

QWLQ��IESQ OSOBYMI TO�KAMI TIPA �SEDLO� SISTEMY ��	� PRI u� � �� v� � ���

kRIWYE p����� GLADKO SOPRQGA�TSQ S KRIWYMI p����� NA OTREZKAH D���
r � fx �

x� � ���g
T
clGr� ZA ISKL��ENIEM TO�EK

hr � ��a� arcsin
�� c

k
� 
 � �
r� ���� � D���

r

�
Nr�

QWLQ��IxSQ OSOBYMI TO�KAMI TIPA �SEDLO� SISTEMY ��	� PRI u� � �� v� � ��


mNOVESTWA S�n��i OTKRYTY� w TO VE WREMQ NAM PONADOBITSQ GOWORITX O

POLUPRONICAEMYH KRIWYH� WYHODQ�IH IZ NEKOTORYH TO�EK NA GRANICE� kAK

POKAZANO NA RIS� ��� IZ KAVDOJ GRANI�NOJ TO�KI MNOVESTWA S�n��i MOVET WY�

HODITX I K KAVDOJ GRANI�NOJ TO�KE MOVET PODHODITX NE BOLX�E ODNOJ KRIWOJ

SEMEJSTWA ��n��i� tAKIM OBRAZOM� PONQTEN SMYSL OBOZNA�ENIQ p�n��i�x�� PRI

x� � �S�n��i�

dLQ KAVDOJ TO�KI mr KRIWYE p������mr� I p������mr� KASA�TSQ W TO�KE mr

INWARIANTNOJ I OTWE�A��EJ POLOVITELXNOMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� PRQ�

MOJ LINEARIZOWANNOJ WBLIZI POLOVENIQ RAWNOWESIQ mr SISTEMY ��	� PRI

u� � �� v� � ��
 dWIVENIE SISTEMY ��	� PO KAVDOJ IZ �TIH KRIWYH ASIM�

PTOTI�ESKI PRIBLIVAETSQ K mr PRI t � 	� oTMETIM� �TO DLQ RAZNYH mr

KRIWYE p�n��bn�mr� OTLI�A�TSQ TOLXKO SDWIGOM WDOLX OSI x� NA WELI�INU �
r�

�� aLGORITM POSTROENIQ MNOVESTWA RAZRE�IMOSTI B�

pRIMERY RE�ENIQ ZADA�I KA�ESTWA

kAK I W LINEJNOM SLU�AE� ALGORITM POSTROENIQ MNOVESTWA B SOSTOIT W POO�E�

REDNOM WYPUSKANII POLUPRONICAEMYH KRIWYH PERWOGO I WTOROGO TIPA� oSNO�

WNOE OTLI�IE OT SLU�AQ KOMPLEKSNYH KORNEJ MATRICY A ZAKL��AETSQ W TOM�

�TO� POMIMO TO�KIm� MOVET PONADOBITXSQ WYPUSKATX POLUPRONICAEMYE KRI�

WYE PERWOGO I WTOROGO TIPA IZ ODNOJ ILI NESKOLXKIH DOPOLNITELXNYH TO�EK�

KOTORYE MY NAZYWAEM TO�KAMI ISTOKA� pOQWLENIE IH OBUSLOWLENO TIPOM TO�EK

POKOQ SISTEMY ��	�� mNOVESTWO B PRI �TOM OPREDELQETSQ WSEJ SOWOKUPNOSTX�

POLUPRONICAEMYH KRIWYH� WYHODQ�IH IZ TO�KIm I TO�EK ISTOKA� w KA�ESTWE

TO�EK ISTOKA W RASSMATRIWAEMOJ ZADA�E SLEDUET BRATX TO�KI mr


��



pRI POSTROENII MNOVESTWA B KRIWYE p����� BUDUT SKLEIWATXSQ S KRIWYMI

p������ A KRIWYE p����� S KRIWYMI p�����
 sKLEJKA S SOBL�DENIEM SWOJSTW 	����

OPREDELQ��IH TO�KU OTROSTKA �SM� RAZDEL � GLAWY 	�� WOZMOVNA DLQ KRIWYH

p������ p����� LI�X NA OTREZKAH D���
r � A DLQ KRIWYH p������ p����� � NA OTREZKAH D���

r 


pRI �TOM� KAK SLEDUET IZ KA�ESTWENNOGO POWEDENIQ KRIWYH �RIS� ���� SKLEJKA

KRIWYH PERWOGO TIPA BUDET GLADKOJ� ZA ISKL��ENIEM TO�EK mr� A SKLEJKA KRI�

WYH WTOROGO TIPA � GLADKOJ� ZA ISKL��ENIEM TO�EK hr
 lINIQ� POLU�AEMAQ

W REZULXTATE SKLEJKI KRIWYH S ODINAKOWYMI PERWYMI INDEKSAMI� SOHRANQET

SWOJSTWO POLUPRONICAEMOSTI�

kAK I W LINEJNOJ ZADA�E� SPECIALXNYM USLOWIEM ������� OTSEKAETSQ SLU�AJ

B � fmg� w �ASTNOSTI� B � fmg� ESLI TO�KAm LEVIT W GORIZONTALXNOJ POLOSE

MEVDU PRQMYMI x� � ���� x� � ���


pREDPOLOVIM� �TO B �� fmg I OPI�EM ALGORITM POSTROENIQ MNOVESTWA B


pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI TO�KA m LEVIT NIVE UKAZANNOJ GORIZONTALXNOJ

POLOSY� T�E� m � S�����TS������

wNA�ALE STROIM WETWX

g���� �

�
p������m�� ESLI p������m� BESKONE�NA

p������m� q
���
� � 
 p������q

���
� �� ESLI p������m� KONE�NA�

sIMWOLOM q
���
� OBOZNA�ENA TO�KA OTROSTKA NA KRIWOJ p������m�� tO�KA q

���
� SO�

WPADAET S POSLEDNEJ TO�KOJ NA KRIWOJ p������m� I PRINADLEVIT OTREZKU D���
r 


dALEE WETWI KRIWYH g���� g��� STROQTSQ POO�EREDNO� g���� � g���� � g���� � 


 
 wETWI

g���� � g���� SWQZANY S TO�KOJ m� g���� � p������m� q
���
� �� g���� � p������q���� �� zDESX SIM�

WOLOM q
���
� OBOZNA�ENA TO�KA OTROSTKA NA KRIWOJ p������m�� tO�KA q

���
� SOWPADAET

S POSLEDNEJ TO�KOJ KRIWOJ p������m�� ESLI �TA TO�KA PRINADLEVIT OTREZKUD���
r �

w PROTIWNOM SLU�AE TO�KA OTROSTKA NA KRIWOJ p������m� NE SU�ESTWUET �S�I�

TAEM g���� � ���

pEREJDEM K KRIWYM� POROVDAEMYM TO�KAMImr
 nAM PONADOBQTSQ LI�X TE

TO�KI� KOTORYE RASPOLOVENY SLEWA OT POSLEDNEJ TO�KI NA KRIWOJ g
���
� 
 zANUME�

RUEM IH SPRAWA NALEWO�m��m�� ���� dLQ KRIWYH PERWOGO TIPA PRI j � � POLOVIM

g
���
j �

�
p������m j��

�

�� j��ETNO

�� j�NE�ETNO�

dLQ KRIWYH WTOROGO TIPA PRIMEM PRI j � �

g���j �

�������
p������m j

�

�� j��ETNO

p������q
���
j �� j�NE�ETNO I SU�ESTWUET TO�KA OTROSTKA q

���
j

�� j�NE�ETNO I NE SU�ESTWUET TO�KA OTROSTKA q
���
j �

��



tAKIM OBRAZOM� KRIWYE PERWOGO TIPA� WYPUSKAEMYE IZ TO�EKmr� PRINADLEVAT

SEMEJSTWU ������ I NE IME�T TO�EK OTROSTKA� kRIWYE WTOROGO TIPA� WYPUSKA�

EMYE IZ TO�EK mr� MOGUT IMETX TO�KU OTROSTKA� w POSLEDNEM SLU�AE KRIWAQ

SEMEJSTWA ������ PRODOLVAETSQ KRIWOJ SEMEJSTWA ������


pRI POSTROENII O�EREDNOJ WETWI g���j � j � �� PROWERQETSQ EE PERESE�E�

NIE S ODNOJ ILI DWUMQ POSTROENNYMI RANEE KRIWYMI WTOROGO TIPA� eSLI PE�

RESe�ENIE ESTX ���PERESE�ENIE�� TO POSTROENIE WETWI g
���
j POSLE TO�KI PERE�

SE�ENIQ PREKRA�AETSQ� pRI POSTROENII KAVDOJ O�EREDNOJ WETWI g
���
j � j � ��

PROWERQETSQ EE PERESE�ENIE S ODNOJ IZ POSTROENNYH RANEE KRIWYH PERWOGO

TIPA� a IMENNO� W SLU�AE �ETNOGO NOMERA j PROWERQETSQ PERESE�ENIE S g���� �

W SLU�AE NE�ETNOGO j � S g
���
j��
 eSLI PERESE�ENIE ESTX ��PERESE�ENIE�� TO

POSTROENIE LINII g���j PREKRA�AETSQ�

w NAIBOLEE PROSTYH SLU�AQH MNOVESTWO B OPREDELQETSQ LI�X KRIWYMI�

WYPU�ENNYMI IZ TO�KI m
 pERE�ISLIM TAKIE SLU�AI�

a� ESLI PRI POSTROENII KRIWOJ g
���
� ILI g

���
� ZAFIKSIROWANO ��PERESE�ENIE

S KRIWOJ g
���
� � TO MNOVESTWO B OGRANI�ENO KRIWYMI PERWOGO I WTOROGO TIPA�

POSTROENNYMI OT TO�KI m DO TO�KI ��PERESE�ENIQ �RIS� ����

b� ESLI KRIWAQ g
���
� BESKONE�NA I NE IMEET OB�IH TO�EK S KRIWOJ g

���
� � TO

MNOVESTWO B ZAKL��ENO MEVDU KRIWYMI PERWOGO I WTOROGO TIPA� WYHODQ�IMI

IZ TO�KI m �RIS� ������� w �TOM SLU�AE MNOVESTWO B BESKONE�NO� NO NE

SOWPADAET SO WSEJ PLOSKOSTX��

nA RIS� ����� POKAZANY TRI WARIANTA MNOVESTWA B� w KAVDOM IZ NIH

g���� g��� � GLADKIE BESKONE�NYE KRIWYE� rAZLI�IE WARIANTOW OBUSLOWLENO WI�

DOM OTREZKA Q�

oTMETIM NEKOTORU� ANALOGI� RIS� �� S RIS� 	�
 GLAWY 	� A RIS� ����� �

S RIS� 	���

wOZMOVNA SITUACIQ� KOGDA KRIWAQ g���� NE IMEET TO�KI OTROSTKA �RIS� ����

LIBO IMEET� NO KRIWAQ g
���
� KONE�NA �RIS� �	��� pRI �TOM NET ��PERESE�ENIQ

�TIH KRIWYH S KRIWOJ g
���
� � w SLU�AE LINEJNOJ SISTEMY S KOMPLEKSNYMI KOR�

NQMI PODOBNAQ KONFIGURACIQ KRIWYH SRAZU BY OPREDELQLA WID MNOVESTWA B


�mNOVESTWO B BYLO BY LIBO OGRANI�ENO PREDELXNYM CIKLOM KRIWOJ g���� LIBO�

ESLI PREDELXNOGO CIKLA NET� SOWPADALO SO WSEJ PLOSKOSTX��� w ISSLEDUEMOJ

NELINEJNOJ ZADA�E OTWET BOLEE SLOVEN� NEOBHODIMO PRIWLE�X POLUPRONICAE�

MYE KRIWYE PERWOGO I WTOROGO TIPA� WYHODQ�IE IZ TO�EK mr
 iMENNO �TO

DELAETSQ W ALGORITME�

w PRIMERE NA RIS� �� DALXNEJ�IE POSTROENIQ SLEDU��IE� sTROIM KRI�

��



WU� g���� IZ TO�KI m�� ONA DAET �PERESE�ENIE S KRIWOJ g���� 
 pOSKOLXKU

g���� � �� g���� � �� g���� � �� PEREHODIM K POSTROENI� KRIWOJ g���� IZ TO�KI m��

dALEE STROIM KRIWU� g
���
� IZ TO�KI m�� oNA BESKONE�NA� mNOVESTWO B OGRA�

NI�ENO KRIWYMI g
���
� �m�� g

���
� �m� ��� g

���
� �m�� ��� g

���
� �m��
 kRIWAQ g

���
� BYLA

POSTROENA� NO NE WO�LA W OTWET�

rAZ�QSNIM POSTROENIQ W PRIMERE NA RIS� �	�� pOSTROIW KRIWYE g���� � g
���
� �

WYPUSKAEM g
���
� IZ TO�KI m�
 oNA IMEET �PERESE�ENIE S KRIWOJ g

���
� 
 zA�

TEM WYPUSKAEM KRIWU� g���� 
 oNA IMEET ��PERESE�ENIE S g���� 
 dALEE STROITSQ

KRIWAQ g���� IZ TO�KI m�� ZATEM KRIWAQ g���� IZ TO�KI m�
 kRIWAQ g���� IMEET

��PERESE�ENIE S g
���
� 
 gRANICA MNOVESTWA B SOSTAWLQETSQ KRIWYMI g

���
� �m��

g
���
� �m� q

���
� �� g

���
� �m�� ����� g

���
� �q

���
� � ����� g

���
� �m�� ����� g

���
� �m�� ����� A TAKVE KRI�

WYMI g��������m������������� g
���
�����m������������� � � �� �� ���� POLU�AEMYMI PE�

RENOSOM KRIWYH g���� �m�� ����� g
���
� �m�� ���� WDOLX OSI x� WLEWO NA WELI�INU �
��

pRIMERY NA RIS� ����	� POSTROENY NA KOMPX�TERE� dRUGIE WOZMOVNYE

WARIANTY MNOVESTWA B POKAZANY NA RIS� �		� �	� w PERWOM IZ NIH GRANICA

MNOVESTWA B OPISYWAETSQ S PRIWLE�ENIEM LI�X ODNOJ TO�KI ISTOKA m�
 wO

WTOROM �ISLO ZADEJSTWOWANNYH TO�EK ISTOKA mi BESKONE�NO �TAK VE� KAK DLQ

PRIMERA NA RIS� �	��� w RABOTAH ���� �� UKAZANY WSE WOZMOVNYE KONFIGURA�

CII MNOVESTWA B �WSEGO 	� WARIANTOW� DLQ SLU�AQ� KOGDA TO�KA m LEVIT NIVE

PRQMOJ x� � ���
 w �TIH VE RABOTAH PREDSTAWLENY WIDY MNOVESTWA B DLQ

SLU�AQ� KOGDA m LEVIT WY�E LINII x� � ���
 dWA IZ NIH POKAZANY NA RIS�

�	
� �	��

mNOVESTWO B USPE�NOGO OKON�ANIQ IGRY NE OBQZATELXNO ZAMKNUTO� eMU

PRINADLEVAT TE I TOLXKO TE GRANI�NYE TO�KI �x� KOTORYE UDOWLETWORQ�T

ODNOMU IZ SLEDU��IH USLOWIJ� A� TO�KA �x NE QWLQETSQ TO�KOJ � ILI

�PERESE�ENIQ GRANI�NYH KRIWYH� I PRI DWIVENII IZ NEE PO GRANI�NYM KRI�

WYM KAK PO TRAEKTORIQM SISTEMY ��	� W PRQMOM WREMENI NE POPADAEM W OSO�

BYE TO�KI mr� hr� b� TO�KA �x SOWPADAET S TO�KOJ ��PERESE�ENIQ GRANI�NYH

KRIWYH� I PRI DWIVENII PO KAVDOJ IZ KRIWYH KAK PO TRAEKTORII SISTEMY ��	�

NET POPADANIQ W OSOBYE TO�KI� c� TO�KA �x SOWPADAET S TO�KOJ �PERESE�ENIQ

GRANI�NYH KRIWYH� I PRI DWIVENII PO KRIWOJ PERWOGO TIPA KAK PO TRAEKTO�

RII SISTEMY ��	� NET POPADANIQ W OSOBU� TO�KU�

w PRIMERAH NA RIS� ����	� �	� MNOVESTWO B NEZAMKNUTO� tAK� NA RIS�

�	� MNOVESTWU B NE PRINADLEVIT KRIWAQ ���m����m����m�������m���� �

��
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�� uPRAWLENIQ PERWOGO I WTOROGO IGROKOW

pOSKOLXKU NE STAWITSQ ZADA�A OTYSKANIQ OPTIMALXNOGO PO WREMENI UPRAWLE�

NIQ� PEREWOD W TO�KU m MOVET BYTX OSU�ESTWLEN RAZLI�NYMI SPOSOBAMI�

uDOBNO OPREDELITX SPOSOB UPRAWLENIQ PERWOGO IGROKA KAK �KSTREMALXNU�

STRATEGI� K ZAMYKANI� SPECIALXNOGO PU�KA DWIVENIJ Y �x��� WYHODQ�EGO IZ

TO�KI x� W MOMENT t� � �� OBLADA��EGO SWOJSTWOM u�STABILXNOSTI I OBRYWA��

�EGOSQ W TO�KEm K NEKOTOROMU MOMENTU � �ZAWISQ�EMU OT x��� iSPOLXZUEMYE

NAMI PONQTIQ STABILXNOSTI� �KSTREMALXNOJ STRATEGII IZLOVENY W ��� 	
�

nAHOVDENIE PU�KA S NUVNYMI SWOJSTWAMI ISPOLXZUET ���� �
 RAZBIENIE

ZAMYKANIQ MNOVESTWA B NA �Q�EJKI� ��� OPREDELQEMYE PRI POMO�I WOZRAS�

TA��EJ POSLEDOWATELXNOSTI MNOVESTW A��

A� � A� � ��� � A� � ���� A� � clB� � � �� �� ����

pOSTROENIE POSLEDOWATELXNOSTI MNOVESTW A� ILL�STRIRUETSQ RIS� ��	
� ��	��

w NEKOTORYH SLU�AQH MNOVESTWA S SOSEDNIMI INDEKSAMI MOGUT SOWPADATX� pO�

SLEDOWATELXNOSTX fA�g NA RIS� ��	
 OTWE�AET MNOVESTWU B NA RIS� ��		� pRI

�TOM A� � clB� nA RIS� ��	� POKAZANY MNOVESTWA A�� A� � A�� A� � A� BES�

KONE�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI fA�g� OTWE�A��EJ MNOVESTWU B NA RIS� ��	�� w

OB�EM SLU�AE GRANICA MNOVESTWA A� SOSTAWLQETSQ IZ POLUPRONICAEMYH KRI�

WYH PERWOGO I WTOROGO TIPA� A TAKVE WSPOMOGATELXNYH WERTIKALXNYH PRQMYH�

eSLI clB NE SODERVIT W SEBE TO�EK mi� i � �� 	� ���� TO A� � clB PRI NEKOTO�

ROM � � �� w PROTIWNOM POSLEDOWATELXNOSTX fA�g QWLQETSQ BESKONE�NOJ�

WOZRASTA��EJ I STREMITSQ K clB PRI ����

q�EJKI�� OPREDELQ�TSQ PO PRAWILU �� � clA�� �� � cl�A�nA����� � � ��

eSLI A� � A���� TO �� � �� rAZLI�NYE Q�EJKI MOGUT PERESEKATXSQ LI�X

U�ASTKAMI SWOIH GRANIC� nA RIS� ��	�� ��	� POKAZANO SOOTWETSTWU��EE RIS�

��	
� ��	� RAZBIENIE NA Q�EJKI� w Q�EJKAH S �ETNYMI NOMERAMI POLAGAEM u� �

�� W Q�EJKAH S NE�ETNYMI NOMERAMI u� � ��� pRI TAKOM ZADANII NI PRI KAKOM

UPRAWLENII v� NE PROISHODIT ZANULENIQ SKOROSTI SISTEMY ���	� WO WNUTRENNIH

TO�KAH Q�EEK�

iDEQ POSTROENIQ PU�KA DWIVENIJ S NUVNYMI SWOJSTWAMI STABILXNOSTI

SOSTOIT W SLEDU��EM� oPREDELQETSQ NAIMENX�EE ��� PRI KOTOROM x� � ���
�

I RASSMATRIWA�TSQ Q�EJKI S NOMERAMI� NE PREWY�A��IMI ��� wO WSEH Q�EJ�

KAH S �ETNYMI �NE�ETNYMI� NOMERAMI PERWYJ IGROK PRIMENQET POSTOQNNOE

UPRAWLENIE u� � � �u� � ��� S NEKOTORYMI OSOBENNOSTQMI WYBORA UPRAWLE�
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NIQ WBLIZI GRANICY Q�EJKI� a IMENNO� ESLI DWIVENIE SISTEMY ����� W SILU

u� � � �u� � ��� WYHODIT NA �ASTX GRANICY Q�EJKI� KOTORAQ NE PRINADLEVIT

ODNOWREMENNO Q�EJKE S MENX�IM NOMEROM� TO UPRAWLENIE u� PEREKL��AETSQ NA

PROTIWOPOLOVNOE PO ZNAKU I DERVITSQ POSTOQNNYM DO WYHODA NA NEKOTORU�

WSPOMOGATELXNU� LINI� OTSLEVIWANIQ� POSTROENNU� WBLIZI UKAZANNOJ �ASTI

GRANICY Q�EJKI� zATEM OPQTX PROISHODIT PEREKL��ENIE NA u� � � �u� � ���

I TAK DALEE� T�E� MOVET WOZNIKATX SKOLXVENIE WBLIZI GRANICY Q�EJKI� tAKOE

PRAWILO WYBORA UPRAWLENIQ OBESPE�IWAET PEREHOD IZ Q�EJKI �� W Q�EJKU �s

S NOMEROM s � �� dLQ KAVDOGO KONKRETNOGO DWIVENIQ� NA�INA�	EGOSQ IZ

ODNOJ I TOJ VE TO�KI x�� POSLEDOWATELXNOSTX PROHODIMYH Q�EEK MOVET BYTX

SWOEJ �W ZAWISIMOSTI OT REALIZU�	EJSQ POMEHI v������ ODNAKO NOMERA Q�EEK

WDOLX DWIVENIQ OBQZATELXNO UBYWA�T� w NEKOTORYH SLU�AQH DLQ OSU	ESTWLE


NIQ DALXNEJ�EGO DWIVENIQ K m TREBUETSQ DISKRIMINACIQ WTOROGO IGROKA�

UPRAWLENIE PERWOGO STROITSQ NE TOLXKO KAK FUNKCIQ TEKU	EGO SOSTOQNIQ� NO

I W ZAWISIMOSTI OT �POKAZANNOGO� NA NEKOTORYJ MALYJ INTERWAL WPERED ZNA


�ENIQ UPRAWLENIQ v��t�� pU�OK DWIVENIJ Y �x�� IZ TO�KI x� � B OPREDELQEM

KAK SOWOKUPNOSTX WSEH DWIVENIJ SISTEMY ������ POLU�A�	IHSQ PRI OPISANNOM

PRAWILE POWEDENIQ PERWOGO IGROKA I PEREBORE WSEH UPRAWLENIJ v���� WTOROGO�

w RABOTAH ��	� �
� POKAZANO� KAK STROITSQ DLQ NA�ALXNYH SOSTOQNIJ IZ MNO


VESTWA R� nB STRATEGIQ WTOROGO IGROKA� UKLONQ�	AQ DWIVENIE OT POPADANIQ

W TO�KU m�

rAZOBRANNYJ PRIMER S NELINEJNOJ DINAMIKOJ DEMONSTRIRUET WOZMOV


NOSTX NAHOVDENIQ MNOVESTWA RAZRE�IMOSTI W ZADA�E KA�ESTWA NA OSNOWE PRED


WARITELXNOGO ANALIZA POWEDENIQ SEMEJSTW POLUPRONICAEMYH KRIWYH PERWOGO

I WTOROGO TIPA�

��



gLAWA �

iGROWAQ ZADA�A BYSTRODEJSTWIQ

pREDYDU�IE GLAWY BYLI POSWQ�ENY POSTROENI� MNOVESTWA RAZRE�IMOSTI W

ZADA�E KA�ESTWA� tO�KI MNOVESTWA RAZRE�IMOSTI W ZADA�E KA�ESTWA HARAK�

TERIZU�TSQ SWOJSTWOM� PERWYJ IGROK GARANTIRUET PRIWEDENIE SISTEMY NA

TERMINALXNOE MNOVESTWO ZA KONE�NOE WREMQ� pRI �TOM OSTAETSQ OTKRYTYM

WOPROS OB OPTIMALXNOM GARANTIROWANNOM WREMENI PEREWODA�

w �TOJ GLAWE RASSMOTRIM IGROWU� ZADA�U BYSTRODEJSTWIQ NA PLOSKOSTI�

pLATOJ W IGRE QWLQETSQ WREMQ PEREWODA NA ZADANNOE TERMINALXNOE MNO�

VESTWO M� pERWYJ IGROK ZAINTERESOWAN W MINIMIZACII WREMENI PEREWODA�

WTOROJ IGROK MAKSIMIZIRUET WREMQ PEREWODA� rE�ENIE ZADA�I BUDET POLU�ENO

PUTEM POSTROENIQ MNOVESTW W ���M�� � � �� KAVDOE IZ KOTORYH ESTX MNO�

VESTWO WSEH NA�ALXNYH SOSTOQNIJ� OTKUDA PERWYJ IGROK GARANTIRUET PRIWE�

DENIE SISTEMY NAM NE POZDNEE MOMENTA �� mNOVESTWOW ���M� PREDSTAWLQET

SOBOJ MNOVESTWO UROWNQ 	MNOVESTWO lEBEGA
 FUNKCII CENY W IGROWOJ ZADA�E

BYSTRODEJSTWIQ� oNO TAKVE NAZYWAETSQ MNOVESTWOM POZICIONNOGO POGLO�E�

NIQ K MOMENTU � ILI SE�ENIEM MAKSIMALXNOGO u�STABILXNOGO MOSTA� SOOTWET�

STWU��EGO MOMENTU � ��� ��	 w PREDELE PRI � �� MNOVESTWO W ���M� PERE�

HODIT W MNOVESTWO RAZRE�IMOSTI DLQ SOOTWETSTWU��EJ ZADA�I KA�ESTWA�

pRI POSTROENII MNOVESTWW ���M� ISPOLXZU�TSQ POPQTNYE KONSTRUKCII�

oB�IE PRINCIPY POPQTNYH POSTROENIJ PRIMENITELXNO K DIFFERENCIALX�

NYM IGRAM RASSMATRIWALISX W RABOTAH r�aJZEKSA� r�bELLMANA� u�fLEMINGA�

l�s�pONTRQGINA� b�n�p�ENI�NOGO�

nAIBOLX�EE PRODWIVENIE W ALGORITMI�ESKOJ REALIZACII POPQTNYH PO�

STROENIJ POLU�ENO DLQ LINEJNYH ZADA� S FIKSIROWANNYM MOMENTOM OKON�A�

NIQ �
����	 gLAWNYE OSOBENNOSTI� HARAKTERNYE DLQ �TIH ZADA�� 
� WYPUKLOSTX

TERMINALXNOGO MNOVESTWA WLE�ET ZA SOBOJ WYPUKLOSTX t�SE�ENIJ MAKSIMALX�

NOGO STABILXNOGO MOSTA� �
 ESLI MNOVESTWO M QWLQETSQ CILINDRI�ESKIM PO

WSEM KOORDINATAM� KROME NESKOLXKIH k KOORDINAT� TO MOVNO PONIZITX RAZMER�

NOSTX ZADA�I PEREHODOM K �KWIWALENTNOJ IGRE k�GO PORQDKA� pOSLEDNEE OBSTO�

QTELXSTWO POZWOLQET PRIMENQTX �ISLENNYE METODY K WAVNYM PRAKTI�ESKIM

ZADA�AM �������	

dLQ IGR S NEFIKSIROWANNYM WREMENEM OKON�ANIQ OTME�ENNYE WY�E OSO�

�



BENNOSTI NE IME�T MESTA� SE�ENIQ MAKSIMALXNOGO STABILXNOGO MOSTA� KAK PRA�

WILO� NE QWLQ�TSQ WYPUKLYMI� PROPADAET WOZMOVNOSTX PONIVENIQ PORQDKA ZA�

DA�I STANDARTNYM PRIEMOM� mETODY �ISLENNOGO RE�ENIQ NEWYPUKLYH ZADA�

S FIKSIROWANNYM MOMENTOM OKON�ANIQ� A TAKVE ZADA�� GDE MOMENT OKON�ANIQ

NE QWLQETSQ FIKSIROWANNYM� RAZWIWA�TSQ W RABOTAH w�n�u�AKOWA I EGO SOTRU�

DNIKOW ��
����	 oPISYWAEMYJ NIVE ALGORITM POSTROENIQ MNOVESTW W ���M�

PREDSTAWLQET SOBOJ POPYTKU ISPOLXZOWANIQ IDEJ ALGORITMOW S FIKSIROWAN�

NYM MOMENTOM OKON�ANIQ IZ �
�� ��� I OPIRAETSQ NA RABOTU S LOMANYMI� ANA�

LOGI�NYMI U�ASTKAM GRANICY WYPUKLYH MNOVESTW�

mNOVESTWAW ���M� MOGUT SLUVITX OSNOWOJ DLQ POSTROENIQ OPTIMALXNYH

STRATEGIJ PERWOGO I WTOROGO IGROKOW W ZADA�E BYSTRODEJSTWIQ ��� ��	 tEM NE

MENEE WOPROS O NAHOVDENII OPTIMALXNYH STRATEGIJ QWLQETSQ SAMOSTOQTELX�

NYM� I MY NE RASSMATRIWAEM EGO W DANNOJ RABOTE�

pRIMENQEMYE NAMI POPQTNYE KONSTRUKCII NE SWQZANY NAPRQMU� S ANALI�

ZOM SINGULQRNYH LINIJ �
� W DIFFERENCIALXNOJ IGRE� rE�ENIE DIFFERENCI�

ALXNYH IGR PRI POMO�I POSTROENIQ SINGULQRNYH MNOGOOBRAZIJ  SAMOSTOQ�

TELXNAQ OBLASTX ISSLEDOWANIJ �
� �����	

�� pOSTANOWKA ZADA�I

rASSMATRIWAETSQ LINEJNAQ DIFFERENCIALXNAQ IGRA WTOROGO PORQDKA

�x � Ax � u� v ���
�

S GEOMETRI�ESKIMI OGRANI�ENIQMI u � P� v � Q� GDE P� Q � WYPUKLYE ZAM�

KNUTYE MNOGOUGOLXNIKI NA PLOSKOSTI�

zADANY MOMENT � � � I WYPUKLYJ ZAMKNUTYJ MNOGOUGOLXNIK M � R��

tREBUETSQ POSTROITX MNOVESTWO W ���M� WSEH TO�EK NA PLOSKOSTI� OTKUDA

PERWYJ IGROK� ISPOLXZUQ UPRAWLENIE OBRATNOJ SWQZI� MOVET PRIWESTI SISTEMU

	���
 NA MNOVESTWO M K MOMENTU ��

dADIM STROGOE OPREDELENIE MNOVESTWA W ���M� ��� ��� pUSTX U � SOWOKUP�

NOSTX WSEH POZICIONNYH STRATEGIJ U PERWOGO IGROKA� A IMENNO� MNOVESTWO

WSEH FUNKCIJ� ZADANNYH NA ��� �� � R� SO ZNA�ENIQMI W P 	 pUSTX � � PROIZ�

WOLXNOE RAZBIENIE OTREZKA ��� �� TO�KAMI � � t� � t� � ��� � tn � �� d��� �

DIAMETR RAZBIENIQ� v��� � IZMERIMAQ FUNKCIQ WREMENI SO ZNA�ENIQMI W

��



Q� y�� ��� x�� U� v���� � LOMANAQ �JLERA� WYHODQ�AQ IZ TO�KI x�� oPREDELIM

W ���M� KAK MNOVESTWO WSEH TO�EK x� � R�� DLQ KAVDOJ IZ KOTORYH SU�E�

STWUET STRATEGIQ U � U I OTOBRAVENIE � � ���� IZ R� W R�� OBLADA��IE

SWOJSTWOM� KAKOWY BY NI BYLI � � �� RAZBIENIE � S DIAMETROM d��� � ����

I FUNKCIQ v��� SO ZNA�ENIQMI W Q� NAJDETSQ MOMENT t � ��� ��� TAKOJ� �TO

y�t��� x�� U� v���� BUDET PRINADLEVATX ��OKRESTNOSTI MNOVESTWA M 	

w SLEDU��EM RAZDELE PRIWEDEM KRATKU� SHEMU ALGORITMA PRIBLIVENNOGO

POSTROENIQ MNOVESTWA W ���M�� bOLEE PODROBNOE IZLOVENIE SODERVITSQ W

�
�� ���	

�� oSNOWNAQ IDEQ ALGORITMA

mNOVESTWO W ���M� POLU�AETSQ PUTEM POSLEDOWATELXNOGO POSTROENIQ W OB�

RATNOM WREMENI S �AGOM � CEPO�KI

W ���M� �W ����M� �W ����M� � ��� �W �i��M� � ��� �W ���M� �����

WLOVENNYH DRUG W DRUGA MNOVESTW� mNOVESTWO W �i��M� SODERVIT WSE

TO�KI� IZ KOTORYH PERWYJ IGROK PEREWODIT SISTEMU 	���
 NA MNOVESTWO

W ��i � 
���M� ZA WREMQ� NE PREWY�A��EE �� s�ITAEM W ���M� � M�

pERED OSU�ESTWLENIEM PERWOGO �AGA WYDELQEM NA GRANICE MNOVESTWA M

DOPUSTIMU� ZONU ��� sOGLASNO r�aJZEKSU �
�� DOPUSTIMAQ ZONA PREDSTAWLQET

SOBOJ KRIWU� ILI NESKOLXKO KRIWYH NA GRANICE M� KUDA PERWYJ IGROK OBES�

PE�IWAET PEREWOD SISTEMY 	���
 IZ BLIZKIH K GRANICE TO�EK� LEVA�IH WNE M�

dOPUSTIMAQ ZONA ZADAETSQ FORMULOJ

�� � clfx � �M � min
u�P

max
v�Q

h	�Ax � u� vi � �� �	 � Kxg�

zDESX Kx � KONUS WNE�NIH NORMALEJ K MNOVESTWU M W TO�KE x� pOSKOLXKU

TERMINALXNOE MNOVESTWO WYPUKLO� TO KAVDYJ U�ASTOK DOPUSTIMOJ ZONY ESTX

�LOKALXNO�WYPUKLAQ� KRIWAQ� PRI EE OBHODE NORMALI WRA�A�TSQ W ODNU STO�

RONU�

wWEDEM PONQTIE FRONTA� pOLAGAEM F� � ��� fRONT Fi ESTX SOWOKUPNOSTX

WSEH TO�EK NA GRANICE MNOVESTWAW �i��M�� DLQ KOTORYH OPTIMALXNOE GARAN�

TIROWANNOE WREMQ PEREWODA NA PREDYDU�IJ FRONT Fi�� �A STALO BYTX� NA MNO�

VESTWOW ��i�
���M�� W TO�NOSTI RAWNO �� dLQ OSTALXNYH TO�EK NA GRANICE

��



W �i��M� OPTIMALXNOE WREMQ PEREWODA NA W ��i � 
���M� MENX�E �� tAKIM

OBRAZOM� LINIQ �W �i��M� n Fi OBLADAET BARXERNYM �
� SWOJSTWOM� fRONT Fi

STROITSQ NA OSNOWE PREDYDU�EGO FRONTA Fi��� sOEDINENIE SOOTWETSTWU��IH

KRAJNIH TO�EK NOWOGO I STAROGO FRONTOW DAET PRIRA�ENIE BARXERNOJ LINII�

gRANICA MNOVESTWA W �i��M� SKLADYWAETSQ IZ FRONTA Fi� UKAZANNYH PRIRA�

�ENIJ BARXERNYH LINIJ I LINII �W ��i � 
���M� n Fi�� �RIS� ���
�

M �� Fi�� Fi

W �i��M�

rIS� ���� pOSTROENIE MNOVESTWA W �i��M��

pREDPOLOVIM� �TO DOPUSTIMAQ ZONA SOSTOIT IZ ODNOGO U�ASTKA� w SILU

LINEJNOSTI SISTEMY 	���
 SWOJSTWO LOKALXNOJ WYPUKLOSTI �� NASLEDUETSQ W

WIDE LOKALXNOJ WYPUKLOSTI FRONTOW F�� F�� F�� ��� I SOHRANQETSQ DO TEH POR�

POKA WNOWX WYSTRAIWAEMYJ FRONT Fi NE POPADET NA UVE POSTROENNOE MNO�

VESTWO W ��i� 
���M�� �nALETANIE� MOVET PROISHODITX LI�X NA BARXERNU�

��



�ASTX GRANICY MNOVESTWA W ��i� 
���M�� wO MNOGIH PRIMERAH SITUACIQ NA�

LETANIQ LIBO WOOB�E NE WOZNIKAET� LIBO WOZNIKAET PRI DOSTATO�NO BOLX�IH

ZNA�ENIQH i�� sWOJSTWO LOKALXNOJ WYPUKLOSTI FRONTA POZWOLQET ISPOLXZO�

WATX S NEBOLX�IMI IZMENENIQMI PROCEDURY POSTROENIQ SE�ENIJ MAKSIMALX�

NYH STABILXNYH MOSTOW W LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH IGRAH S FIKSIROWAN�

NYM MOMENTOM OKON�ANIQ I WYPUKLYM TERMINALXNYM MNOVESTWOM� nA RIS�

��� POKAZANY REZULXTATY POSTROENIQ CEPO�KI MNOVESTW 	���
 PRI OTSUTSTWII

NALETANIQ� lINII ab� cd QWLQ�TSQ BARXERAMI�

nA RIS� ��� PRIWEDENY POSTROENIQ W SLU�AE� KOGDA ESTX SITUACIQ NALETA�

NIQ� pUSTX FRONT Fi POPADAET NA MNOVESTWOW ��i� 
���M�� dLQ POSTROENIQ

O�EREDNOGO FRONTA SLEDUET U�ITYWATX NEWYPUKLOE SO�LENENIE Fi S GRANICEJ

MNOVESTWA W ��i � 
���M�� wNOWX WYSTRAIWAEMYJ FRONT Fi�� UVE NE OBQZA�

TELXNO BUDET LOKALXNO�WYPUKLYM�

bARXERNAQ �ASTX MNOVESTWA W �i��M� HRANITSQ W WIDE UPORQDO�ENNOGO

NABORA TO�EK� dO WOZNIKNOWENIQ SITUACII NALETANIQ� A TAKVE W NEKOTORYH

PROSTYH SLU�AQH NALETANIQ PERESTROJKA TAKOGO NABORA OSU�ESTWLQETSQ NE�

SLOVNO� pROGRAMMA NE RASS�ITANA NA SLOVNYE SITUACII NALETANIQ� OBRABOTKA

KOTORYH TREBUET ZNA�ITELXNOGO PEREBORA�

eSLI DOPUSTIMAQ ZONA NA TERMINALXNOM MNOVESTWE SOSTOIT IZ NESKOLXKIH

KUSKOW� TO MOVNO PROWODITX POSTROENIQ OT KAVDOGO IZ NIH NEZAWISIMO DO TEH

POR� POKA NE PROIZOJDET WZAIMNOGO PERESE�ENIQ POLU�AEMYH W REZULXTATE

MNOVESTW�

tAKIM OBRAZOM� W CELOM ALGORITM WKL��AET W SEBQ SLEDU��IE OSNOWNYE

BLOKI�


� wYDELENIE DOPUSTIMOJ ZONY NA GRANICE TERMINALXNOGO MNOVESTWA�

�� pOSTROENIE O�EREDNOGO FRONTA NA OSNOWE PREDYDU�EGO�

�� pROWERKA PERESE�ENIQ O�EREDNOGO FRONTA S BARXERNOJ �ASTX� UVE POSTRO�

ENNOGO MNOVESTWA� dALXNEJ�IE POSTROENIQ S U�ETOM NEWYPUKLOGO SO�LENENIQ�

pRIWEDEM ALGORITM POSTROENIQ FRONTA� pREDPOLOVIM� �TO POSTROEN O�E�

REDNOJ FRONT Fi I OPI�EM PRAWILO POSTROENIQ FRONTA Fi��� dLQ PROSTOTY

BUDEM S�ITATX� �TO MNOVESTWA P I Q � OTREZKI NA PLOSKOSTI�

rASSMOTRIM SNA�ALA SLU�AJ� KOGDA SITUACIQ NALETANIQ OTSUTSTWUET�

fRONT Fi ESTX LOMANAQ NA GRANICE MNOVESTWA W �i��M�� OBLADA��AQ SWOJ�

STWOM LOKALXNOJ WYPUKLOSTI� PRI OBHODE WER�IN LOMANOJ W NAPRAWLENII PO

�ASOWOJ STRELKE NORMALI K ZWENXQM LOMANOJ WRA�A�TSQ TAKVE PO �ASOWOJ

STRELKE� pRONUMERUEM PO PORQDKU WER�INY LOMANOJ Fi I OBOZNA�IM IH z��

��
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z�� ���� zr� kAVDOJ WER�INE zj � j � �� r � 
� POSTAWIM W SOOTWETSTWIE DWE

NORMALI� 	j�� K ZWENU �zj��� zj� I 	j K ZWENU �zj� zj���� wER�INE z�� KROME NORMALI

	�� SOPOSTAWIM WEKTOR 	�� OPREDELQEMYJ IZ USLOWIJ�


� min
u�P

max
v�Q

h	�� Az� � u� vi � ��

�� �	 � 	� � 	 � 	� min
u�P

max
v�Q

h	�Az� � u� vi � ��

A WER�INE zr� KROME NORMALI 	r��� SOPOSTAWIM WEKTOR 	r� TAKOJ� �TO


� min
u�P

max
v�Q

h	r� Azr � u� vi � ��

�� �	 � 	r � 	 � 	r�� min
u�P

max
v�Q

h	�Azr � u� vi � ��

eSLI min
u�P

max
v�Q

h	�� Az� � u � vi � �� TO POLAGAEM 	� � 	�� aNALOGI�NO� ESLI

min
u�P

max
v�Q

h	r��� Azr � u� vi � �� TO 	r � 	r���

pUSTX q�� q� � KONCY OTREZKA Q� rAZOB�EM LOMANU� Fi NA �ASTI F
�k�
i TAK�

�TOBY DLQ KAVDOJ �ASTI MAKSIMUM PO v � Q SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ h	j� vi

DOSTIGALSQ NA ODNOM I TOM VE KONCE OTREZKA Q DLQ L�BOGO WEKTORA NORMALI

	j K LOMANOJ F
�k�
i �

dOPUSTIM DLQ OPREDELENNOSTI� �TO IME�TSQ TOLXKO DWE �ASTI F
���
i �

�z�� ���� z��� F
���
i � �z�� ���� zr�� I DLQ PERWOJ IZ NIH

argmax
v�Q

h	j� vi � q�� j � �� 
 � 
�

A DLQ WTOROJ

argmax
v�Q

h	j� vi � q�� j � 
� r�

tAKOE RAZBIENIE OZNA�AET� �TO ODNA IZ NORMALEJ K OTREZKU Q �OBOZNA�IM

EE 	q� POPADAET MEVDU WEKTORAMI 	���� 	��

iZ KAVDOJ WER�INY zj� j � 
� 
 � 
� LOMANOJ F
���
i WYPUSTIM DWIVENIQ

z�� � � zj � � �Azj � u� v� �����

W SILU v � q� I PRI u � u�� u � u�� WYBIRAEMYH IZ USLOWIJ

u� � argmin
u�P

h	j��� ui� u� � argmin
u�P

h	j� ui� �����

pRI POSTROENII DWIVENIJ IZ TO�KI z� ZAMENIM W 	���
� 	���
 INDEKS j NA 
 I

WEKTOR 	j NA 	q�

eSLI u� � u�� TO POLU�AEM ODNO DWIVENIE� w SLU�AE u� 	� u� IMEEM DWA

DWIVENIQ� eSLI WEKTOR 	j�� ORTOGONALEN OTREZKU P� TO WEKTOR 	j NE QWLQETSQ






ORTOGONALXNYM K P� I u� OPREDELQETSQ ODNOZNA�NO� w KA�ESTWE u� WYBIRAEM

TOT IZ KONCOW OTREZKA P� KOTORYJ NE SOWPADAET S u�� aNALOGI�NYM OBRAZOM

POSTUPAEM W SLU�AE� KOGDA WEKTOR 	j ORTOGONALEN OTREZKU P� dWIVENIQ DOTQ�

GIWAEM DO MOMENTA � � ��

dWIVENIQ IZ TO�EK z���� ���� zr LOMANOJ F
���
i WYSTRAIWA�TSQ ANALOGI�NO� S

ZAMENOJ v � q� NA v � q�� pRI POSTROENII DWIVENIJ IZ TO�KI z� INDEKS j W

	���
� 	���
 ZAMENQETSQ NA 
 I WEKTOR 	j�� NA 	q�

tAKIM OBRAZOM� PRI RAZBIENII FRONTA Fi NA DWE �ASTI IMEEM DELO S DWUMQ

SEMEJSTWAMI REGULQRNYH �KSTREMALXNYH DWIVENIJ� dWIVENIQ KAVDOGO SEMEJ�

STWA MOVNO INTERPRETIROWATX KAK HARAKTERISTIKI SOOTWETSTWU��EGO URA�

WNENIQ bELLMANA�aJZEKSA�

kONCY �KSTREMALXNYH DWIVENIJ� WYPU�ENNYH IZ WER�IN PERWOJ LOMANOJ�

BUDU�I SOEDINENNYMI PO PORQDKU� SOSTAWLQ�T LOMANU� ���� ���� �s�� KONCY DWI�

VENIJ� WYPU�ENNYH IZ WER�IN WTOROJ LOMANOJ�  LINI� ��s��� ���� �m��pRAWILO

WYPUSKANIQ DWIVENIJ OBESPE�IWAET PERESE�ENIE LOMANYH� KAK POKAZANO NA

RIS� ��� 	�LASTO�KIN HWOST�
� nA RIS� ��� PUNKTIROM POKAZANY DWA DWIVENIQ�

WYPU�ENNYE IZ TO�KI z� I PRI�ED�IE W TO�KI �s� �s��� eSLI PROCESS WYPUSKA�

NIQ DWIVENIJ PREDSTAWITX KAK NEPRERYWNYJ PO TO�KAM FRONTA Fi� TO U�ASTOK

��s OBRAZUETSQ ZA S�ET KONCOW DWIVENIJ� WYPUSKAEMYH PRI v � q� IZ TO�EK

LINII z�z�� PRIMYKA��EJ K TO�KE z� SWERHU� A U�ASTOK ��s�� OBRAZUETSQ KON�

CAMI DWIVENIJ� WYPUSKAEMYH PRI v � q� IZ TO�EK LINII z�z�� PRIMYKA��EJ K

z� SNIZU� qSNO� �TO DWIVENIQ� POROVDA��IE U�ASTOK ��s��� PERESEKA�TSQ S

DWIVENIQMI� POROVDA��IMI U�ASTOK ��s� u�ASTKI ��s� ��s�� OTBRASYWA�

�TSQ� pOLU�ENNAQ W REZULXTATE �TOJ OPERACII LOMANAQ ���� ���� �� ���� �m� ESTX

NOWYJ FRONT Fi��� u�ASTKI ��s� ��s�� MOGUT SOSTOQTX NE IZ ODNOGO� A IZ

NESKOLXKIH OTREZKOW� tOGDA OTBRASYWA�TSQ LOMANYE ��� ���� �s� I ��� ���� �s����

eSLI LOMANAQ Fi RAZBIWAETSQ NA TRI ILI BOLX�EE KOLI�ESTWO �ASTEJ� MO�

GUT WOZNIKATX SLOVNYE WARIANTY PERESE�ENIQ LOMANYH� NABIRAEMYH IZ KON�

CEWYH TO�EK WYPUSKAEMYH �KSTREMALXNYH DWIVENIJ� aLGORITM POSTROENIQ

FRONTA OTBRASYWAET U�ASTKI� SOOTWETSTWU��IE PERESE�ENI� HARAKTERISTIK�

eSLI �KSTREMALXNYJ WEKTOR IZ v � Q ODIN I TOT VE DLQ WSEH WEKTOROW NOR�

MALEJ 	j� TO KAKOGO�LIBO RAZBIENIQ LOMANOJ Fi NE DELAETSQ� I �KSTREMALXNYE

DWIVENIQ WYPUSKA�TSQ W SILU RASSMATRIWAEMOGO �KSTREMALXNOGO ZNA�ENIQ v�

nABIRAEMU� IZ KONCEWYH TO�EK DUGU S�ITAEM NOWYM FRONTOM Fi���

�
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pEREJDEM K RASSMOTRENI� SITUACII NALETANIQ� nALETANIE PROISHODIT NA

�ASTX GRANICY MNOVESTWAW ��i�
���M�� OBLADA��U� BARXERNYM SWOJSTWOM�

�ASTX FRONTA Fi� POPAW�AQ WNUTRX MNOVESTWAW ��i�
���M�� OTBRASYWAETSQ�

pRI POSTROENII FRONTA Fi�� NEOBHODIMO U�ITYWATX NEWYPUKLOSTX SO�LENE�

NIQ FRONTA Fi S GRANICEJ �W ��i � 
���M�� pRONUMERUEM WER�INY LOMANOJ

Fi� z�� ���� zr� k FRONTU Fi PODSOEDINQEM MALYJ U�ASTOK z�z� �RIS� ���
 GRA�

NICY �W ��i � 
���M�� tO�KA z� ESTX TO�KA NEWYPUKLOGO SO�LENENIQ� zADA�

DIM DOSTATO�NO MALU� OKRESTNOSTX TO�KI z�� pRI WYPUSKANII DWIVENIJ IZ

TO�KI z� RASSMOTRIM SLEDU��U� �OBRA�ENNU�� ZADA�U� bUDEM S�ITATX� �TO

CELX WTOROGO IGROKA� RASPORQVA��EGOSQ PARAMETROM v� � PRIWESTI SISTEMU

	���
 NA ZA�TRIHOWANNOE MNOVESTWO� A CELX PERWOGO IGROKA� OTWE�A��EGO ZA

PARAMETR u� � UKLONITX SISTEMU OT POPADANIQ NA UKAZANNOE MNOVESTWO� sO�

POSTAWIM TO�KE z� NORMALI e	� K OTREZKU �z�z��� e	� K OTREZKU �z�z�� I WYPUSTIM

DWIVENIQ PO OPISANNOMU RANEE PRAWILU� POMENQW ROLQMI MNOVESTWA P I Q�
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eSLI �KSTREMALXNOE UPRAWLENIE PERWOGO IGROKA ODNO I TO VE DLQ WEKTOROWe	�� e	� �u � p� DLQ OPREDELENNOSTI
� TO WYPUSTIM DWIVENIQ 	���
 IZ TO�KI z� W

SILU u � p� I PRI v � v�� v � v�� WYBIRAEMYH IZ USLOWIJ

v� � argmin
v�Q

he	�� vi� v� � argmin
v�Q

he	�� vi� ����

eSLI v� � v�� TO POLU�AEM ODNO DWIVENIE� w SLU�AE v� 	� v� IMEEM DWA DWIVE�

NIQ� pUSTX TEPERX �KSTREMALXNYE UPRAWLENIQ u RAZLI�NY DLQ WEKTOROW e	�� e	��
argmax

u�P
h e	�� ui � p�� argmax

u�P
h e	�� ui � p��

�TO OZNA�AET� �TO ODNA IZ NORMALEJ K OTREZKU P �OBOZNA�IM EE 	p� POPADAET

MEVDU WEKTORAMI e	�� e	�� wYPUSTIM DWIVENIQ IZ TO�KI z� SNA�ALA W SILU u � p�

I PRI v � v�� v � v�� WYBIRAEMYH IZ USLOWIJ 	���
� GDE WEKTOR e	� ZAMENEN NA

	p� ZATEM  W SILU u � p� I v � v�� v � v�� WYBIRAEMYH IZ USLOWIJ 	���
� GDE e	�
ZAMENEN NA 	p�

iZ OSTALXNYH WER�IN LOMANOJ Fi WYPUSTIM DWIVENIQ PO STAROMU SPOSOBU�

w ITOGE POLU�AEM NESKOLXKO KRIWYH� IZ KOTORYH UDALQ�TSQ U�ASTKI� SOOT�

WETSTWU��IE PERESE�ENI� HARAKTERISTIK� pOKAZANNAQ NA RIS� ��� REZULXTI�

RU��AQ LOMANAQ ���� ��� ���� �m� OTWE�AET SLU�A�� KOGDA �KSTREMALXNYE u BYLI

RAZLI�NY DLQ WEKTOROW 	�� 	� I v� 	� v�� tO�KI ��� �� � WER�INY NEWYPUKLOSTI�

s U�ETOM �TOGO ONI I OBRABATYWA�TSQ NA SLEDU��EM �AGE�

eSLI MNOVESTWA P� Q � MNOGOUGOLXNIKI� TO PRI POSTROENII O�EREDNOGO

FRONTA UWELI�IWAETSQ KOLI�ESTWO SEMEJSTW REGULQRNYH �KSTREMALXNYH DWI�

VENIJ� wYPUSKAEMOE IZ KAVDOJ WER�INY �ISLO DWIVENIJ OPREDELQETSQ W SLU�

�AE LOKALXNOJ WYPUKLOSTI �LOKALXNOJ WOGNUTOSTI
 �ISLOM NORMALEJ K GRANQM

MNOGOUGOLXNIKA P �Q�� POPADA��IH W KONUS NORMALEJ� SOPOSTAWLQEMYJ DAN�

NOJ WER�INE�

�� pRIMERY RE�ENIQ ZADA� IGROWOGO BYSTRODEJSTWIQ

�� w TEORII OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ KLASSI�ESKIM MODELXNYM PRIMEROM

ZADA�I BYSTRODEJSTWIQ QWLQETSQ PRIMER� GDE DINAMIKA IMEET WID

�x� � x�
�x� � u� j u j� 
�





dOBAWIM W PERWU� STRO�KU ME�A��EE WOZDEJSTWIE v I RASSMOTRIM DIFFEREN�

CIALXNU� IGRU
�x� � x� � v

�x� � u�
�����

j u j� 
� j v j� 
�

pERWYJ IGROK MINIMIZIRUET WREMQ PEREWODA FAZOWOJ TO�KI NA TERMINALXNOE

MNOVESTWO M� INTERESY WTOROGO PROTIWOPOLOVNY�

eSLI M PREDSTAWLQET SOBOJ MALYJ PRAWILXNYJ MNOGOUGOLXNIK S CENTROM

W NA�ALE KOORDINAT� TO CEPO�KA 	���
 MNOVESTW W �i��M� PERESTAET NARA�

�IWATXSQ� NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA� pRI STQGIWANII MNOGOUGOLXNIKA M

K NA�ALU KOORDINAT MNOVESTWO RAZRE�IMOSTI ZADA�I KA�ESTWA 	O PEREWODE

NA M� TAKVE STQGIWAETSQ W TO�KU� aNALOGI�NAQ SITUACIQ IMEET MESTO� KOGDA

TERMINALXNOE MNOVESTWO ESTX DOSTATO�NO MALYJ PRAWILXNYJ MNOGOUGOLXNIK

S CENTROM W TO�KE �x� DLQ KOTOROJ j �x� j� 
� eSLI M � PRAWILXNYJ MNOGOU�

GOLXNIK S CENTROM W TO�KE �x I j �x� j� 
� TO MNOVESTWO RAZRE�IMOSTI ZADA�I

KA�ESTWA SOWPADAET SO WSEJ PLOSKOSTX�� POSTROENIE W �i��M� IMEET SMYSL

DLQ L�BOGO NOMERA i�

pUSTX M � PRAWILXNYJ WOSXMIUGOLXNIK� WPISANNYJ W KRUG RADIUSA ��
 S

CENTROM W TO�KE ��� ��� wYBEREM � � ���� nA RIS� ��� POKAZANY MNOVESTWA

W ���M� �KRATKO  W �� �� DLQ MOMENTOW � � k � ��� k � �� �� NA RIS� ��� �

MNOVESTWAW �� � DLQ MOMENTOW � � k ����� k � 
� ��� mOMENT PERWOGO NALETA�

NIQ RAWEN ���� mNOVESTWO W ����� WYDELENO NA RIS� ���� POKAZAN TAKVE FRONT

MNOVESTWA W ���� oBOZNA�IM �EREZ a� b KRAJNIE TO�KI DOPUSTIMOJ ZONY ���

kRIWYE ac� bd� OBRAZUEMYE KONCAMI FRONTOW� PREDSTAWLQ�T SOBOJ BARXERY�

nA NIH� A TAKVE NA LINII �M n �� FUNKCIQ CENY RAZRYWNA� lINIQ� SOSTA�

WLENNAQ IZ UGLOWYH TO�EK FRONTOW 	OBOZNA�IM EE cf�� ESTX MNOVESTWO� GDE

FUNKCIQ CENY NEDIFFERENCIRUEMA�

w RABOTAH ���� ��� PROWEDENO ISSLEDOWANIE DIFFERENCIALXNOJ IGRY S NEPOL�

NOJ INFORMACIEJ� KOTORAQ PEREHODIT W RASSMATRIWAEMU� ZADA�U� ESLI PRED�

POLOVITX� �TO PERWYJ IGROK W KAVDYJ MOMENT IMEET TO�NU� INFORMACI�

O POLOVENII SISTEMY� dIFFERENCIALXNAQ IGRA BYSTRODEJSTWIQ S DINAMIKOJ

	���
 RASSMATRIWALASX TAKVE W ��
�	 iZ REZULXTATOW UKAZANNYH RABOT SLEDUET�

�TO SINTEZ OPTIMALXNYH UPRAWLENIJ OBRATNOJ SWQZI OPREDELQETSQ SINGULQR�
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kLASSI�ESKIJ PRIMER ZADA�I BYSTRODEJSTWIQ� UPRAWLENIE
MATERIALXNOJ TO�KOJ NA PRQMOJ� SLU�AJ BEZINERCIONNOJ POMEHI
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NOJ LINIEJ ghbacp �RIS� ���
� RAZDELQ��EJ PLOSKOSTX NA DWE �ASTI� sWERHU

OT �TOJ LINII u� � �
� v� � 
� SNIZU u� � 
� v� � �
� pRIMYKA��IE K

M U�ASTKI ac� bh SINGULQRNOJ LINII  BARXERY� ONI PRODOLVA�TSQ DALX�E

BESKONE�NOJ CEPO�KOJ �KIWOKALXNYH KRIWYH� wTORAQ �KIWOKALXNAQ KRIWAQ e�

KONSTRUIRUETSQ NA OSNOWE PERWOJ KRIWOJ e�� TRETXQ e� � NA OSNOWE WTOROJ e�

I T�D�� pERWAQ �KIWOKALXNAQ KRIWAQ e� OPISYWAETSQ NEKOTORYM DIFFERENCI�

ALXNYM URAWNENIEM� DLQ OSTALXNYH �KIWOKALXNYH KRIWYH UDAETSQ USTANOWITX

TOLXKO KA�ESTWENNYE SWOJSTWA� PO�TOMU FUNKCIQ CENY W CELOM NE IMEET ANA�

LITI�ESKOGO OPISANIQ�
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rIS� ���� sINGULQRNAQ LINIQ W IGROWOJ ZADA�E UPRAWLENIQ

MATERIALXNOJ TO�KOJ�

pREDSTAWLENNYE NA RIS� ��� REZULXTATY �ISLENNYH POSTROENIJ DOWEDENY

DO MOMENTA � � 
�� lINIQ cf PREDSTAWLQET SOBOJ NA�ALXNU� �ASTX PERWOJ

�KIWOKALXNOJ LINII� O KOTOROJ GOWORILOSX WY�E� wERHNIJ KUSOK bd BARXERNOJ

LINII PRI DALXNEJ�IH POPQTNYH POSTROENIQH PERESTAET NARA�IWATXSQ W MO�

MENT� KOGDA SMYKA�TSQ PERWAQ I POSLEDNQQ TO�KI LINII FRONTA� nA RIS� ���

POSTROENIQ PRODOLVENY DO MOMENTA � � ��� NO WSE E�E NE WY�LI ZA PREDELY

LINIJ e�� bh�
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tAKIM OBRAZOM� W DANNOM DOSTATO�NO PROSTOM PO OPISANI� DINAMIKI PRI�

MERE WOZNIKA�T NAIBOLEE SLOVNYE IZ SINGULQRNYH LINIJ  �KIWOKALXNYE� �TO

ZATRUDNQET RE�ENIE PODOBNYH ZADA� PRI POMO�I METODA HARAKTERISTIK �
�	

s TO�KI ZRENIQ �ISLENNOGO RE�ENIQ PO PREDLOVENNOMU ALGORITMU� EDINSTWEN�

NAQ OSOBENNOSTX SOSTOIT W NALI�II SITUACII NALETANIQ� NO ONA NE WYZYWAET

POTERI LOKALXNOJ WYPUKLOSTI FRONTA�

�� w RABOTE ���� PRODELANO POLNOE KA�ESTWENNOE ISSLEDOWANIE DIFFEREN�

CIALXNOJ IGRY BYSTRODEJSTWIQ S DINAMIKOJ

�x� � ���x� � u� p� � v

�x� � ���x� � ku� p� � lv�
�����

j u j� �� j v j� ��

I TO�E�NYM CELEWYM MNOVESTWOMM� zDESX �������� k��� l��� ���� �� ��

p�� p� � PROIZWOLXNYE �ISLA� pROWEDENA KLASSIFIKACIQ TIPOW RE�ENIQ W ZA�

WISIMOSTI OT PARAMETROW ZADA�I� POSTROENY SINGULQRNYE LINII� NAJDENY

OPTIMALXNYE STRATEGII IGROKOW�

pRIWEDEM REZULXTATY �ISLENNYH POSTROENIJ DLQ ZADA�I 	���
� w KA�ESTWE

M WOZXMEM PRAWILXNYJ WOSXMIUGOLXNIK� WPISANNYJ W KRUG MALOGO RADIUSA S

CENTROM W NA�ALE KOORDINAT�

nA RIS� ���� POKAZANY REZULXTATY WY�ISLENIJ DLQ SLU�AQ� KOGDA OPTIMALX�

NYJ SINTEZ OPREDELQETSQ �KIWOKALXNOJ LINIEJ� NA�INA��EJSQ IZ NEKOTOROJ

TO�KI NA BARXERNOJ LINII� �KIWOKALXNAQ LINIQ NABIRAETSQ IZ UGLOWYH TO�EK

LINII FRONTA I RAZBIWAET WNUTRENNOSTX PROSTRANSTWA IGRY� GDE CENA IGRY

KONE�NA� NA DWE �ASTI� WY�E �TOJ LINII OPTIMALXNYE UPRAWLENIQ PRINIMA�T

ZNA�ENIQ u� � �� v� � �� NIVE  u� � ��� v� � ���

nA RIS� ���� PREDSTAWLENO RE�ENIE DLQ DRUGOGO NABORA PARAMETROW� oTLI�

�IE OT PREDYDU�EGO SLU�AQ SOSTOIT W TOM� �TO OBE BARXERNYE LINII PODNIMA�

�TSQ WWERH I PRI PRODOLVENII POPQTNYH POSTROENIJ DOLVNY PERESEKATXSQ�

nAIBOLEE PROSTYM QWLQETSQ SLU�AJ� IZOBRAVENNYJ NA RIS� ����� bARXER�

NYE LINII OPUSKA�TSQ WNIZ I PERESEKA�TSQ� kAKIH�LIBO SINGULQRNYH LINIJ

WNUTRI OBLASTI RE�ENIQ NE WOZNIKAET� OPTIMALXNYE UPRAWLENIQ WO WNUTREN�

NEJ �ASTI PRINIMA�T ZNA�ENIQ u� � ��� v� � ���

pRI ZNA�ENII PARAMETROW� SOOTWETSTWU��IH RIS� ����� PEREWOD W NA�ALO

KOORDINAT WOZMOVEN IZ L�BOJ TO�KI PLOSKOSTI� pOSTROENIQ NA RIS� ���� DO�

WEDENY DO MOMENTA � � ���� kRIWYE ac� bd PREDSTAWLQ�T SOBOJ BARXERY� cf �

�KIWOKALXNAQ LINIQ�
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zAME�ANIE	 w RABOTE ���� W FORMULAH 	���
� 	���
� 	���
� A TAKVE W FORMULE

DLQ h�u� v� DOPU�ENA OPISKA� SLEDUET SMENITX ZNAKI SLAGAEMYH� SODERVA�IH

UPRAWLQ��IJ PARAMETR v�

�	 nA RIS� �������� PREDSTAWLENY REZULXTATY WY�ISLENIQ MNOVESTW

W �i��M� DLQ SISTEMY S RAZLI�NYMI PO ZNAKU DEJSTWITELXNYMI SOBSTWEN�

NYMI ZNA�ENIQMI MATRICY A� mNOVESTWO M � PRAWILXNYJ WOSXMIUGOLXNIK�

WPISANNYJ W KRUG RADIUSA ��
 S CENTROM W TO�KE ����
��� mATRICA A I OT�

REZOK P ODNI I TE VE� OTLI�IE W REZULXTATAH WYZWANO IZMENENIEM OTREZKA Q�
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�	 rASSMOTRIM KOLEBATELXNU� SISTEMU

�x� � x� � u� � v�
�x� � �x� � u� � v��

�����

u �

�
u�
u�

�
� P� v �

�
v�
v�

�
� Q�

nA RIS� �������� POKAZANO POSLEDOWATELXNOE NARA�IWANIE MNOVESTWA

W ���M� PRI UWELI�ENII �� tERMINALXNOE MNOVESTWO M � PRAWILXNYJ WOSX�

MIUGOLXNIK S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT� mNOVESTWA P� Q IZOBRAVENY NA

RIS� ����� �AG � � ���� pOSTROENIQ NA RIS� ���� DOWEDENY DO MOMENTA � � �

NA RIS� ����  DO MOMENTA � � ���	 w MOMENT � � ��� PROISHODIT NALETA�

NIE FRONTA NA MNOVESTWO M� pRI � � ��� FRONT RAZDELQETSQ NA DWE �ASTI�

KAVDAQ IZ KOTORYH NE QWLQETSQ LOKALXNO�WYPUKLOJ� nA RIS� ���� POKAZANO ZA�

POLNENIE �LUNKI�� PROISHODQ�EE K MOMENTU � � ��
� nIVNQQ �ASTX FRONTA

POSTROENA DO MOMENTA � � ����

nA RIS� ���� DEMONSTRIRU�TSQ IZMENENIQ W RE�ENII DIFFERENCIALXNOJ

IGRY 	���
� WOZNIKA��IE PRI UMENX�ENII WOZMOVNOSTEJ WTOROGO IGROKA� w

NEKOTORYJ MOMENT OBRYWAETSQ LEWAQ BARXERNAQ LINIQ� FRONT NA�INAET OGI�

BATX EE� ODIN IZ KONCOW FRONTA SKOLXZIT PO WNE�NEJ STORONE BARXERA� w ITOGE

IS�EZAET LUNKA� KOTORAQ BYLA W PREDYDU�EM PRIMERE� pOSTROENIQ DOWEDENY

DO MOMENTA � � ����

�� rIS� ���� SOOTWETSTWUET PRIMERU S KOLEBATELXNOJ DINAMIKOJ� PRIWEDEN�

NOMU W PERWOJ GLAWE NA RIS� ���� w KA�ESTWE TERMINALXNOGO MNOVESTWA WZQT

PRAWILXNYJ WOSXMIUGOLXNIK� WPISANNYJ W KRUG MALOGO RADIUSA S CENTROM W

NA�ALE KOORDINAT� pOKAZANO� KAK MNOVESTWA UROWNQ FUNKCII CENY IGRY ZAPOL�

NQ�T OBLASTX B RE�ENIQ ZADA�I KA�ESTWA� pOSTROENIQ DOWEDENY DO MOMENTA

� � 
�� lINIQ FRONTA QWLQETSQ NEGLADKOJ LI�X NA SRAWNITELXNO NEBOLX�OM

PROMEVUTKE POSTROENIJ�

�� wO WSEH RASSMOTRENNYH PRIMERAH DOPUSTIMAQ ZONA NA GRANICE MNO�

VESTWA M SOSTOQLA TOLXKO IZ ODNOJ DUGI� nA RIS� ���� POKAZAN PRIMER� GDE

DOPUSTIMAQ ZONA RASPADAETSQ NA DWE �ASTI ����
� � ����

� � dINAMIKA SISTEMY OPI�

SYWAETSQ SOOTNO�ENIQMI 	���
� mNOVESTWO M � PRAWILXNYJ DWENADCATIU�

GOLXNIK� WPISANNYJ W KRUG EDINI�NOGO RADIUSA S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT�

�AG � � ���� zADA�A SIMMETRI�NA OTNOSITELXNO NULQ� PO�TOMU MNOVESTWO

W ���M� SOSTAWLQETSQ IZ DWUH SIMMETRI�NYH KUSKOW� pOSTROENIQ DOWEDENY

DO MOMENTA � � ��

��



pOSTROENIE MNOVESTW W ���M� DLQ KOLEBATELXNOJ SISTEMY
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