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Аннотация. Исследуется трёхмерное множество достижимости для нелинейного управляемого
объекта “машина Дубинса”. Управлением является угловая скорость поворота вектора линейной
скорости. Управляющее воздействие стеснено интегральным квадратичным ограничением. На ос-
нове принципа максимума Понтрягина дано описание движений, порождающих границу множе-
ства достижимости. При отождествлении углов по модулю 2π движения, ведущие на границу
соответствующего множества достижимости, представляют собой глобально оптимальные эластики
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1. Введение

Эта статья посвящена памяти профессора Josef Shinar. Первый из авторов статьи
неоднократно обсуждал с ним модельные постановки задач космического наведения
и возможность построения в них множеств разрешимости. Josef Shinar лучше дру-
гих специалистов по теории дифференциальных игр знал и понимал такие задачи.
В рассматриваемой в данной статье задаче нет второго (противоборствующего) игро-
ка, но предмет исследования очень близкий — развивающееся во времени множество
достижимости.

Под математической “машиной Дубинса” (другое название – “unicycle”) понимаем
объект, передвигающийся на плоскости с постоянной величиной линейной скорости.
Не теряя общности, считаем её равной 1. Фазовое состояние включает в себя две
координаты x,y геометрического положения и угол ϕ направления вектора скорости.
Углы отсчитываются от положительного направления оси x и не отождествляются
по модулю 2π. Скалярное управление u имеет смысл мгновенной угловой скорости
поворота. Управление стеснено на промежутке [0, t f ] интегральным квадратичным
ограничением ∫ t f

0
u2(t)dt ≤ µ (1.1)

с заданным значением µ > 0. Цель работы — численное исследование трёхмерного
множества достижимости G(t f ,µ) в момент t f .

Исследуя задачу о построении множества G(t f ,µ), опираемся на опыт [8, 9] ана-
литического описания и численного построения границы множества достижимости
для случая геометрических ограничений |u(t)|≤µ . Принципиальное отличие состоит
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в том, что в случае геометрических ограничений многие вычисления можно произ-
водить явно при помощи элементарных функций, а в случае интегральных ограни-
чений аналитические вычисления затруднены в силу необходимости использования
специальных эллиптических функций. Тем не менее, численные построения множе-
ства достижимости G(t f ,µ) возможны и во многом они делаются по аналогии со
случаем геометрических ограничений. В связи с этим в разд. 3, следующим за по-
становкой задачи, мы даём изображение трёхмерных множеств достижимости при
геометрических ограничениях. В разд. 8 приводятся изображения трёхмерных мно-
жеств достижимости при интегральных ограничениях и их можно сравнить с теми,
что были при геометрических ограничениях.

В основе исследования границы трёхмерного множества достижимости лежит прин-
цип максимума Понтрягина (ПМП). Однако ещё до формулировки ПМП мы можем
установить некоторые свойства симметрии, опираясь только на определение множе-
ства достижимости и на специфику кинематики машины Дубинса. Одно из свойств
симметрии заключается в том, что структура множеств достижимости зависит толь-
ко от величины t f µ . Такое свойство симметрии позволяет, зафиксировав, например,
t f = 1 (или µ = 1), изучать изменение множества достижимости в зависимости толь-
ко от µ (соответственно, от t f ). Кроме того, любое ϕ-сечение трёхмерного множества
достижимости симметрично относительно некоторой вспомогательной оси X , зави-
сящей от ϕ . Поэтому, исследуя конкретное ϕ-сечение, можно рассматривать только
его “половину”. Из специфики кинематики машины Дубинса следует также,
что ϕ-сечения, получаемые при ϕ > 0, симметричны ϕ-сечениям при ϕ < 0. Такое
свойство дает возможность ограничиться исследованием ϕ-сечений только для ϕ ≥ 0.
Свойства симметрии изучаются в разд. 4.

В разд. 5 мы записываем ПМП для программных управлений u(·), ведущих на гра-
ницу множества достижимости. Здесь используем результат из работы [4] М.И. Гусева
и И.В. Зыкова о том, что формулировка ПМП та же самая, что и для задачи мини-
мизации интегрального функционала

J (u(·)) =
∫ t f

0
u2(t)dt (1.2)

при фиксированных в моменты t0 = 0 и t f трёхмерных краевых условиях. Исключение
составляет лишь управление u(t)≡ 0. Очевидно, что оно ведёт на границу множества
достижимости. Считая его особым, исключаем из рассмотрения.

При записи ПМП дифференциальные уравнения исходной и сопряжённой систем,
дополненные условием максимума, образуют замкнутую систему 6-ого порядка, ре-
шение которой полностью определяется трёхмерным начальным условием исходной
системы (считаем его нулевым) и заданием трёхмерного краевого условия сопряжён-
ной системы. Перебирая последнее краевое условие, получаем движения исходной
системы, среди которых необходимо находятся движения, ведущие на границу трёх-
мерного множества достижимости. При этом управления, удовлетворяющие ПМП,
являются непрерывными. Каждому экстремальному движению соответствует пря-
мая переключения. Управление изменяет знак на этой прямой.

Необходимые условия, которые непосредственно следуют из первоначального рас-
смотрения ПМП, уточняются в разд. 6. Главное уточнение сводится к тому, что лю-
бое программное управление, ведущее на границу множества достижимости, имеет
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не более двух моментов смены знака управления. В случае двух моментов t1 и t2
(t2 > t1) смены знака, расположенных на интервале (0, t f ), справедливо неравенство
t2− t1 ≥ (t1− t0)+ (t f − t2). Эти утверждения доказываются весьма просто и позво-
ляют сформулировать теорему 6.3 о том, что в любую точку на границе множества
достижимости ведёт управление, относящееся к одному из 6 типов, описываемых в
теореме. При этом для положительных значений ϕ(t f ) можно ограничиться лишь
4 типами. В разд. 7 мы для ϕ(t f ) ≥ 0 выписываем конечные соотношения, опираясь
на которые, можно найти все движения, которые соответствуют типам управлений,
определяющим границу. Результаты численного построения множеств достижимости
G(t f ,µ) представлены в разд. 8.

Если требуется исследовать множество достижимости для случая, когда углы ϕ

отождествляются по модулю 2π (т.е. углы ϕ ± 2πk, k = 0,1,2, ..., считаются эквива-
лентными), это нетрудно сделать, опираясь на умение строить множество G(t f ,µ)
без отождествления углов. Результаты численных построений при отождествлении
по модулю 2π обсуждаются в разд. 9, в котором приведены два примера.

Соответствующие функционалу (1.2) при отождествлении угла ϕ по модулю 2π

экстремальные движения были классифицированы Л.Эйлером [3] и называются эла-
стиками Эйлера. Хороший исторический обзор, посвящённый эластикам Эйлера, сде-
лан R. Levien в [7]. Эластики Эйлера были детально исследованы Ю.Л.Сачковым
и А.А.Ардентовым в работах [1, 2] с целью выделения среди них глобально опти-
мальных. В работе М.И. Зеликина [13] анализируются некоторые свойства обобщен-
ных эластик Эйлера в случае, когда движение происходит в многомерном простран-
стве Rn, n ≥ 3. Полученные нами в разд. 10 результаты о выделении глобально оп-
тимальных эластик могут рассматриваться как дополнительные к исследованиям
М.И. Зеликина, Ю.Л.Сачкова и А.А.Ардентова.

2. Постановка задачи

Пусть движение управляемого объекта на плоскости описывается системой

ẋ = cosϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u. (2.1)

Здесь x,y — координаты геометрического положения, ϕ — угол наклона вектора
скорости, отсчитываемый против часовой стрелки от положительного направления
оси x. Величина скорости равна единице. Значения угла ϕ рассматриваем на про-
межутке (−∞,∞). Начальный момент времени t0 полагаем равным нулю. Начальные
значения x(t0),y(t0),ϕ(t0) также считаем нулевыми. Допустимыми являются измери-
мые интегрируемые с квадратом управления u(·), удовлетворяющие ограничению∫ t f

0
u2(t)dt ≤ µ. (2.2)

Множество достижимости G(t f ,µ) при t f > t0, µ > 0 есть совокупность всех точек
(x,y,ϕ)T, в каждую из которых возможен перевод системы (2.1) в момент t f при
помощи некоторого допустимого управления.

Обозначим через Gϕ(t f ,µ) двумерное сечение множества G(t f ,µ), отвечающее зна-
чению ϕ угловой координаты.
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Пусть ∂ — символ границы множества. Если некоторая точка (x,y)T принадле-
жит ∂Gϕ(t f ,µ), то точка (x,y,ϕ)T принадлежит ∂G(t f ,µ). Обратное, вообще говоря,
неверно.

Требуется построить и исследовать трёхмерное множество достижимости G(t f ,µ),
а также движения, ведущие на его границу.

Ради краткости положим z = (x,y,ϕ)T. Обозначим через z0(t f ) = (t f ,0,0)T точку на
∂G(t f ,µ), в которую ведёт управление u(t)≡ 0.

3. Известные результаты при геометрическом ограничении

В работах [8, 9, 10] исследовано множество достижимости G(t f ) при геометри-
ческом ограничении на управление. Было показано, что случай несимметричного
ограничения (с разными по величине крайними значениями радиусов поворота вле-
во и вправо) сводится к изучению канонического симметричного случая |u(t)|≤1,
t∈[t0, t f ]. В данной статье при исследовании множества G(t f ,µ) при интегральном
ограничении воспользуемся идеологией построения множества достижимости G(t f )
при каноническом геометрическом ограничении. В связи с этим приведём краткое
описание структуры множеств достижимости при геометрическом ограничении.

На рис. 1 показано с одного и того же ракурса развитие во времени множества
достижимости G(t f ). С некоторым шагом по ϕ чёрными линиями намечены контуры
ϕ-сечений Gϕ(t f ).

Установлено [8], что для построения границы множества достижимости можно
ограничиться лишь шестью типами кусочно-постоянных программных управлений
с не более чем двумя переключениями. На участки границы, отмеченные на рис. 1
синим цветом, ведут управления следующего типа: на первом промежутке времени
действует постоянное управление +1, на втором используется нулевое управление, на
третьем — снова постоянное управление +1. Сумма длин трёх промежутков равна
t f , длины промежутков различные для разных точек синей поверхности. Симмет-
ричным к участку данного типа является участок поверхности, отмеченный жёл-
тым цветом. Здесь порядок управляющих воздействий имеет вид −1, 0,−1. Зелёным
цветом показан участок границы, на который ведут программные управления типа
+1, 0,−1. Симметричным к нему является участок фиолетового цвета с управлени-
ями −1, 0,+1. Участок красного цвета соответствует управлениям −1,+1−1. Здесь
особенность состоит в том, что длина среднего промежутка не меньше суммы длин
первого и третьего промежутков. Симметричным к участку красного цвета является
участок светло-голубого цвета, для него порядок управления +1,−1 +1.

Крайние по ϕ точки множества G(t f ) (т.е. при ϕ =±t f ) являются точками неглад-
кости границы. Негладким является сочленение красной и голубой поверхностей.
Красная и голубая поверхности негладко стыкуются с зелёной и фиолетовой поверх-
ностями.

Между моментами 3π и 4π существует небольшой интервал, для каждого момента
t f из которого множество G(t f ) не является односвязным.

Ракурс для рис. 1 выбран так, чтобы хорошо была видна тыльная часть множе-
ства G(t f ). Чтобы показать границу множества на передней (фронтальной) части
сделан (но только для t f = 1.5π) рис. 2, на котором множество достижимости показа-
но с двух ракурсов. На фронтальной стороне множества (верхняя часть рис. 2) точка
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Рис. 1. Развитие во времени трёхмерного множества достижимости
G(t f ) при геометрическом ограничении на управление

Рис. 2. Множество достижимости G(t f ) при геометрическом ограни-
чении для t f = 1.5π в двух ракурсах
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стыковки четырёх участков границы (которые выделены синим, зелёным, жёлтым
и фиолетовым цветами), соответствует управлению, тождественно равному нулю.
Вдоль четырёх выходящих из этой точки линий попарной стыковки таких поверхно-
стей граница множества G(t f ) является гладкой.

При исследовании множества G(t f ,µ) с интегральным ограничением на управление
многие построения делаются аналогично. Будем обращать внимание на сохранение
или изменение свойств, перечисленных выше. Ниже установим несколько дополни-
тельных свойств, аналогичных тем, которые были при геометрическом ограничении.

4. Свойства симметрии трёхмерного множества достижимости и его
ϕ-сечений

4.1. Диапазон множества G(t f ,µ) по ϕ. При зафиксированных значениях t f и µ

диапазон значений ϕ , при которых ϕ-сечения Gϕ(t f ,µ) не являются пустыми, есть[
−
√

t f ·µ,
√

t f ·µ
]
. Крайнее ϕ-сечение для ϕ =

√
t f µ (соответственно, ϕ = −

√
t f µ)

состоит из одной точки, которая порождается постоянным управлением u(t)≡
√

µ/t f

(u(t)≡−
√

µ/t f ).

Приведём схематичное доказательство. Предположим, что допустимое управление
u(·), обеспечивающее максимально возможное значение ϕmax, не является постоян-
ным. Тогда существуют моменты t1, t2 и промежуток времени длины Mt такие, что
t1+Mt, t2+Mt принадлежат [0, t f ], t1+Mt < t2 и, кроме того,

∫ t1+Mt
t1 u(t)dt >

∫ t2+Mt
t2 u(t)dt.

Выберем Mu > 0 так, что

Mu ·Mt <
∫ t1+Mt

t1
u(t)dt−

∫ t2+Mt

t2
u(t)dt.

Введём новое управление ũ(·), которое отличается от u(·) только на промежутках
[t1, t1+Mt) и [t2, t2+Mt). На первом из этих промежутков положим ũ(t) = u(t)−Mu, на
втором пусть ũ(t) = u(t)+Mu. Тогда ϕ̃(t f ) = ϕ(t f ). В то же время∫ t f

0
ũ 2(t)dt =

∫ t f

0
u2(t)dt +2Mu

(
−
∫ t1+Mt

t1
u(t)dt +

∫ t2+Mt

t2
u(t)dt +Mu·Mt

)
<
∫ t f

0
u2(t)dt = µ.

Следовательно, для ũ(·) интегральный расход управления будет меньше µ . Это про-
тиворечит тому, что мы рассматриваем максимально возможное ϕ в момент t f при
заданном ограничении µ .

Таким образом, последнее ϕ-сечение при ϕ > 0 является точкой. Она порождается
постоянным управлением u(t)≡

√
µ/t f . Соответствующая траектория представляет

собой дугу окружности, полную окружность или же окружность с “перехлёстом”.
Аналогично для крайнего ϕ-сечения при ϕ < 0, порождённого управлением
u(t)≡−

√
µ/t f .
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4.2. Симметрия в пространстве множеств достижимости. Рассматриваемые
множества достижимости зависят от параметров t f и µ . Покажем, что если t(1)f ·µ(1)=

t(2)f ·µ(2) (т.е. µ(1)/µ(2) = t(2)f /t(1)f =α), то ϕ-сечения Gϕ(t
(1)
f ,µ(1)) и Gϕ(t

(2)
f ,µ(2)) жёстко

связаны между собой соотношением Gϕ(t
(2)
f ,µ(2)) = α ·Gϕ(t

(1)
f ,µ(1)), в котором коэф-

фициент подобия α не зависит от ϕ . Такое свойство симметрии позволяет ограни-
читься изучением множеств достижимости при фиксированном значении t f (напри-
мер, t f = 1), но при разных значениях µ , или, наоборот, при фиксированном значении
µ (например, при µ = 1), но при разных t f .

Лемма 4.1. Пусть значения t(1)f , µ(1) и t(2)f , µ(2) таковы, что t(1)f µ(1) = t(2)f µ(2).

Тогда области определения по ϕ множеств G(t(1)f ,µ(1)) и G(t(2)f ,µ(2)) совпадают и
для любого ϕ выполнено соотношение

Gϕ(t
(2)
f ,µ(2)) = α Gϕ(t

(1)
f ,µ(1)), α = t(2)f /t(1)f = µ

(1)/µ
(2).

Доказательство. Поскольку t(1)f µ(1)= t(2)f µ(2), то диапазоны по ϕ множеств G(t(1)f ,µ(1))

и G(t(2)f ,µ(2)) совпадают. Рассмотрим произвольное возможное ϕ .

1) Возьмём произвольную точку (x(2),y(2))T ∈Gϕ(t
(2)
f ,µ(2)). Пусть в неё ведёт управ-

ление u(2)(·), заданное на [0, t(2)f ] и удовлетворяющее ограничению
∫ t(2)f

0
(u(2)(s))2ds≤ µ

(2).
Сформируем управление

u(1)(t) = αu(2)(αt), t ∈ [0, t(1)f ].

Получаем αt ∈ [0, αt(1)f ] = [0, t(2)f ].

Фиксируем произвольный момент t̃ ∈ [0, t(1)f ]. Поставим ему в соответствие момент
s̃ = α t̃. Имеем

ϕ
(2)( s̃ ) =

∫ s̃

0
u(2)(s)ds.

Управление u(1)(·) даёт

ϕ
(1)( t̃ ) =

∫ t̃

0
u(1)(t)dt =

∫ t̃

0
αu(2)(αt)dt.

Применяя связь s = αt, получим ds = αdt и значит

ϕ
(1)( t̃ ) =

∫ s̃

0
u(2)(s)ds = ϕ

(2)( s̃ ).

В частности, ϕ(1)(t(1)f ) = ϕ(2)(t(2)f ) = ϕ .

Подсчитаем интегральный расход управления u(1)(·):∫ t(1)f

0
(u(1)(t))2dt =

∫ t(1)f

0
α

2(u(2)(αt))2dt = α

∫ t(2)f

0
(u(2)(s))2ds≤ αµ

(2) =
µ(2)t(2)f

t(1)f

= µ
(1).
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Для значения x(1)(t(1)f ) получаем

x(1)(t(1)f ) =
∫ t(1)f

0
cos(ϕ(1)(t))dt =

1
α

∫ t(1)f

0
α cos(ϕ(2)(αt))dt =

1
α

∫ t(2)f

0
cos(ϕ(2)(s))ds =

1
α

x(2)(t(2)f ).

Аналогично y(1)(t(1)f ) = 1
α

y(2)(t(2)f ).
Стало быть,

Gϕ(t
(1)
f ,µ(1))⊃ 1

α
Gϕ(t

(2)
f ,µ(2)). (4.1)

2) Возьмём точку (x(1), y(1))T ∈ Gϕ(t
(1)
f ,µ(1)). Пусть в неё ведёт управление u(1)(·),

заданное на [0, t(1)f ] и удовлетворяющее ограничению
∫ t(1)f

0
(u(1)(t))2dt ≤ µ

(t). Сформи-
руем управление

u(2)(s) =
1
α

u(1)
( s

α

)
, s ∈ [0, t(2)f ].

Делая выкладки аналогичные пункту 1), получаем

αGϕ(t
(1)
f ,µ(1))⊂ Gϕ(t

(2)
f ,µ(2)). (4.2)

Из (4.1), (4.2) следует

αGϕ(t
(1)
f ,µ(1)) = Gϕ(t

(2)
f ,µ(2)).

�

4.3. Симметрия сечений множества G(t f ,µ) по угловой координате. Пусть
t → u(t) — допустимое управление, ведущее в момент t f в некоторую точку z(t f )

множества G(t f ,µ). Введём “реверсивное” управление u#(t) = u(t f − t), t∈ [0, t f ].
Очевидно, что новое управление будет допустимым с прежним значением интеграла
от квадрата управления.

Рассмотрим движение t → z#(t) =
(
x#(t),y#(t),ϕ#(t)

)T в силу управления u#(·).
Имеем

ϕ(t) =
∫ t

0
u(τ)dτ, ϕ

#(t) =
∫ t

0
u#(τ)dτ =

∫ t

0
u(t f − τ)dτ =

∫ t f

t f−t
u(τ)dτ. (4.3)

Поэтому ϕ#(t f ) = ϕ(t f ).
Через начало координат системы x,y проведём вспомогательную ось X под углом

ϕ(t f )/2 по отношению к направлению оси x (см. рис. 3). Считаем, что ось Y орто-
гональна оси X . Символами

(
X(t f ),Y (t f )

)T и
(
X#(t f ),Y #(t f )

)T обозначим положения
точек

(
x(t f ),y(t f )

)T и
(
x#(t f ),y#(t f )

)T во вспомогательной системе координат X ,Y .
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Рис. 3. Вспомогательная система координат. Прямое и реверсивное движения

Лемма 4.2. Справедливы соотношения X#(t f ) = X(t f ), Y #(t f ) =−Y (t f ).

Доказательство. Из формул (4.3) получаем ϕ#(t) = ϕ(t f )−ϕ(t f − t). Введём углы,
отсчитываемые от оси X :

ϕX(t) = ϕ(t)−
ϕ(t f )

2
,

ϕ
#
X(t) = ϕ

#(t)−
ϕ(t f )

2
= ϕ(t f )−ϕ(t f − t)−

ϕ(t f )

2
=−

(
ϕ(t f − t)−

ϕ(t f )

2

)
.

Тогда

Y (t f ) =
∫ t f

0
sin
(

ϕ(t)−
ϕ(t f )

2

)
dt,

Y #(t f ) =
∫ t f

0
sin
[
−
(

ϕ(t f − t)−
ϕ(t f )

2

)]
dt =−

∫ t f

0
sin
(

ϕ(s)−
ϕ(t f )

2

)
ds =−Y (t f ).

Заменяя в интегралах sin на cos и учитывая, что cos — чётная функции, получим
X#(t f ) = X(t f ). �

Из леммы 4.2 следует, что любое ϕ-сечение Gϕ(t f ,µ) симметрично относительно
оси X вспомогательной системы координат. Отметим, что данное свойство симмет-
рии относительно оси X было установлено [9] и при геометрических ограничениях на
управление. Более того, ограничение на управление u(·) могло быть и другим. Важ-
но лишь, чтобы допустимость исходного управления влекла за собой допустимость
реверсивного управления.
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4.4. Симметрия ϕ-сечений при ϕ > 0 и ϕ < 0. В рассматриваемой задаче есть так-
же симметрия ϕ-сечений при положительных и отрицательных значениях ϕ . А имен-
но, ϕ-сечение Gϕ(t f ,µ) при ϕ < 0 связано с ϕ-сечением Gϕ̃(t f ,µ), где ϕ̃ = −ϕ , зер-
кальным отражением относительно оси x. Это вытекает из того, что движения си-
стемы (2.1) из начальной нулевой точки z(t0) в силу управлений u(·) и ũ(·) = −u(·)
связаны соотношениями x(·) = x̃(·), y(·) =−ỹ(·), ϕ(·) =−ϕ̃(·).

Такой факт имел место и для геометрического ограничения |u(t)|≤1.

5. Принцип максимума Понтрягина

Из общих результатов математической теории управления следует, что множество
G(t f ,µ) замкнуто и ограничено (см., например, [5, 6, 4]). В [4] показано, что для
любой точки z(t f ) ∈ ∂G(t f ,µ) такой, что z(t f ) 6=z0(t f ), выполнен принцип максиму-
ма Понтрягина (ПМП), записанный для задачи минимизации функционала (1.2) на
движениях системы (2.1) с фиксированными краевыми условиями z(t0) = 0 и z(t f ).
При этом минимум функционала равен µ .

1) Запишем соотношения ПМП для задачи минимизации функционала (1.2) с фик-
сированными краевыми условиями в системе (2.1) (см., например, [13, 1, 4]). Пусть
u(·) — не равное тождественно нулю допустимое управление, (x(·),y(·),ϕ(·))T — со-
ответствующее движение системы (2.1) на промежутке [t0, t f ]. Дифференциальные
уравнения сопряжённой системы имеют вид

ψ̇1 = 0, ψ̇2 = 0, ψ̇3 = ψ1 sinϕ(t)−ψ2 cosϕ(t). (5.1)

ПМП означает, что если u(·) — минимизирующее управление, то существует нену-
левое решение (ψ1(·),ψ2(·),ψ3(·))T системы (5.1), для которого почти всюду на [t0, t f ]
выполнено равенство

u(t) = ψ3(t)/2. (5.2)
В дальнейшем управление, удовлетворяющее ПМП, полагаем непрерывным.

Функции ψ1(·) и ψ2(·) есть константы. Обозначим их ψ1 и ψ2. Если ψ1 = 0 и

ψ2 = 0, то ψ3(t)≡ const6=0. Следовательно, в этом случае u(t)≡ const=±
√

µ/t f . Такие
постоянные управления определяют крайние одноточечные ϕ-сечения Gϕ(t f ,µ) для
ϕ =±

√
t f µ .

Пусть теперь хотя бы одно из чисел ψ1, ψ2 не равно нулю. Опираясь на (2.1) и (5.1),
можно записать выражение ψ3(t) = ψ1y(t)−ψ2x(t)+C. Отсюда следует, что ψ3(t) = 0
тогда и только тогда, когда точка (x(t),y(t))T геометрического положения в момент
t удовлетворяет уравнению прямой

ψ1y−ψ2x+C = 0. (5.3)

Прямая переключения (5.3) не является универсальной: при изменении управления,
удовлетворяющего ПМП, изменяется и прямая переключения. В дальнейшем вместо
“прямая переключения” пишем ПП.

Дополнив системы (2.1), (5.1) соотношением (5.2), приходим к замкнутой системе
дифференциальных уравнений, для которой выполнены стандартные условия тео-
рем существования и единственности решения. Поэтому, в частности, не может быть
движений на плоскости x,y, которые подходили бы по касательной к ПП за конечное
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время. Аналогично, не может быть движений, которые сходят с ПП после некоторого
движения по ней. Возможно лишь пересечение ПП под ненулевым углом, либо сход
с неё в начальный момент (соответственно, вход в последний момент) под ненулевым
углом. Перебирая дополнительно к фиксированному начальному условию z(t0) = 0
значения ψ1, ψ2, ψ3(t0), получаем совокупность движений t → z(t), среди которых
необходимо должны быть все движения, ведущие на ∂G(t f ).

2) С учетом (5.2) уравнения для ϕ̇ и ψ̇3 (при оговоренных постоянных ψ1 и ψ2)
запишем в виде одного уравнения второго порядка:

ϕ̈(t) = ρ sin(ϕ(t)−β ). (5.4)

Здесь ρ — длина вектора с компонентами ψ1/2, ψ2/2, а β — угол наклона этого
вектора, отсчитываемый против часовой стрелки от оси x. Таким образом, перебор
констант ψ1, ψ2, ψ3(0) можно заменить на перебор констант ρ , β и ϕ̇(0) = ψ3(0)/2.

Умножая соотношение (5.4) на 2ϕ̇(t) (по аналогии с [13], стр. 94), имеем

d (ϕ̇(t))2

dt
= 2ϕ̇(t)ϕ̈(t) = 2ϕ̇(t)ρ sin(ϕ(t)−β ).

Стало быть,
(ϕ̇(t))2 = c∗−2ρ cos(ϕ(t)−β ). (5.5)

При ϕ̇(t) 6=0 получаем

ϕ̇(t) =±
√

c∗−2ρ cos(ϕ(t)−β ) . (5.6)

Эту формулу используем на участках движения, где ϕ̇(t) 6=0. Знак “+” соответ-
ствует управлению u(t) > 0, знак “−” означает, что u(t) < 0. Вспоминая выражение
(5.3) для ПП и учитывая, что ψ3(t)/2 = ϕ̇(t), получаем, что знак “+” перед корнем
означает движение в одной полуплоскости, определяемой ПП, а знак “−” отвечает
движению в другой полуплоскости. Условимся направление ПП выбирать так, чтобы
полуплоскость, где u > 0, лежала слева, а полуплоскость с u < 0 справа.

Угол β равен углу (отсчитываемому против часовой стрелки) между направле-
нием оси x и направлением ПП. Можно показать, что константы C в (5.3) и c∗ в
(5.5) связаны соотношением c∗ = 2ρ cosβ +C2/4. Если в некоторый момент t точка
(x(t),y(t))T лежит на ПП, тогда

c∗ = 2ρ cosβ
′
. (5.7)

Здесь β
′
= β −ϕ(t) — угол наклона вектора скорости системы (1.1) в момент t отно-

сительно направления ПП (отсчитывается против часовой стрелки от направления
вектора скорости).

Из (5.6) имеем

dt =
dϕ

±
√

c∗−2ρ cos(ϕ−β )
. (5.8)

Формула (5.8) позволяет заменить интегрирование по t интегрированием по ϕ в по-
луплоскостях с постоянным знаком управления.
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3) За исключением особого движения при u(·)≡0, возможны лишь следующие два
варианта взаимного расположения траектории движения (x(·),y(·))T и прямой пере-
ключения (рис. 4).

3.1) Траектория не пересекает ПП (рис. 4a). В этом случае функция ψ3(·) имеет
один и тот же знак на всем промежутке [t0, t f ].

Рис. 4. Взаимное расположение траектории (x(·),y(·))T и прямой переключения

3.2) Траектория пересекает ПП в некоторый момент t1 под ненулевым углом.
Для определённости рассмотрим вариант смены знака управления с “+” на “−”
(рис. 4b, 4c; на первом из них траектория имеет точки самопересечения, на втором
их нет). Угол наклона β

′
равен β −ϕ(t1). Имеем β

′∈(0,π).
Далее при t > t1 угол ϕ(t) убывает и в некоторый момент t2 направление век-

тора скорости становится противоположным направлению ПП. При этом
ϕ(t2) = ϕ(t1)−π +β

′
(рис. 4b, 4c). После этого до момента t3 = 2t2− t1 движение идёт

симметрично построенному на промежутке от t1 до t2 (поскольку величина управле-
ния определяется только расстоянием от текущей точки до ПП). В момент t3 дви-
жение попадает на ПП и выполняется равенство ϕ(t3) = ϕ(t2)−π +β

′
. В целом на

промежутке от t1 до t3 величина накопленного угла отрицательна и равна по модулю
2π−2β

′
. После переключения знака управления с “+” на “−” (если время t f ещё не

достигнуто) имеем движение с управлением со знаком “+”, центрально-симметричное
предыдущему с центром во второй точке смены знака управления.

Таким образом, накопленный угол на каждом участке постоянства знака управле-
ния не превышает 2π, и движения между соседними участками постоянства знака
управления симметричны друг другу. Из свойства симметрии вытекает, что время
между соседними моментами переключения одинаково. Стало быть, функция ψ3(·)
изменяет знак на промежутке [t0, t f ] конечное число раз.

Изложенное выше позволяет сформулировать следующее утверждение.
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Утверждение 5.1. Пусть движение z(·) системы (2.1) на промежутке [t0, t f ] по-
рождается непрерывным управлением u(·) (не равным тождественно нулю) и при
этом выполнен ПМП. Тогда управление u(·) изменяет знак не более чем конечное
число раз. Кроме того:

а) точки геометрического положения системы (2.1) на плоскости x,y в моменты
смены знака управления u(·) лежат на ПП;

б) если z(·) таково, что движение (x(·),y(·))T пересекает ПП не менее трёх раз,
то время между соседними моментами пересечения ПП одинаково; одинаковым
также является соответствующее приращение угла по модулю;

в) если z(·) таково, что движение (x(·),y(·))T пересекает ПП хотя бы один раз, то
накопленный угол по модулю не превосходит 2π на каждом участке постоянства
знака управления;

г) если z(·) таково, что движение (x(·),y(·))T пересекает ПП два раза в некото-
рые моменты t1 и t2 > t1, то неравенство (t1− t0)+ (t f − t2) > t2− t1 эквивалентно
неравенству |ϕ(t1)−ϕ(t0)|+ |ϕ(t f )−ϕ(t2)|> |ϕ(t2)−ϕ(t1)|.

4) Как было сказано в п. 1), принцип максимума позволил записать систему диф-
ференциальных уравнений (2.1), (5.1), замкнутую соотношением (5.2). В этой системе
начальные условия по x(0),y(0),ϕ(0) взяты равными нулю. Перебирая значения ψ1,
ψ2, ψ3(0), получаем совокупность движений x(·),y(·),ϕ(·), каждое из которых опре-
делено на бесконечном промежутке времени. Для любого фиксированного момента
t f и любого краевого условия x(t f ),y(t f ),ϕ(t f ) оптимальное движение, доставляющее
равный µ минимум интегральному функционалу, находится среди оговоренной со-
вокупности, рассматриваемой на промежутке [t0, t f ].

Полученная совокупность движений совпадает с той, что была классифицирована
Л.Эйлером в книге [3, Приложение 1]. В дальнейшем экстремальные движения бы-
ли названы эластиками Эйлера. О глобально оптимальных в смысле функционала
(1.2) эластиках Эйлера речь пойдет в разд. 10. Следует иметь в виду, что в поста-
новке Эйлера углы, задаваемые в момент t f , отождествляются по модулю 2π.
Именно поэтому не любое управление, ведущее на границу множества достижимо-
сти G(t f ,µ), является глобально оптимальным (со значением оптимума равным µ) в
задаче минимизации функционала (1.2) при отождествлении углов.

В следующем разделе, зафиксировав произвольное значение µ > 0, выявим неко-
торые дополнительные свойства движений (из рассматриваемой совокупности), ко-
торые ведут на границу множества достижимости.

6. Уточнение необходимых условий для управлений, ведущих на
границу множества достижимости

В приводимых ниже утверждениях предполагается, что расход интегрального ре-
сурса на рассматриваемом допустимом управлении равен µ .
Лемма 6.1. Пусть движение z(·) системы (2.1) на промежутке [t0, t f ] порожда-
ется непрерывным управлением u(·), удовлетворяющим ПМП с двумя моментами
t1, t2 смены знака управления, причём t0 < t1 < t2 < t f . Предположим, что

(t1− t0)+(t f − t2)> (t2− t1). (6.1)

Тогда z(t f ) ∈ intG(t f ).
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Доказательство. Не теряя общности, примем следующую последовательность зна-
ков управления u(·): −,+,−. В этом случае в силу утверждения 5.1г неравенство
(6.1) эквивалентно неравенству −(ϕ(t1)−ϕ(t0))− (ϕ(t f )−ϕ(t2))> ϕ(t2)−ϕ(t1).

Предположим от противного, что z(t f ) ∈ ∂G(t f ). Тогда любое управление, ведущее
в эту точку, удовлетворяет ПМП. Выберем моменты t ∈ (t0, t1) и pt ∈ (t2, t f ) так,
чтобы выполнялось равенство

−(ϕ(t1)−ϕ( t ))− (ϕ(pt )−ϕ(t2)) = ϕ(t2)−ϕ(t1).

Возможность такого выбора следует из непрерывности ϕ(t). Имеем ϕ( t ) = ϕ(pt ).
Рассмотрим на участке [ t ,pt ] реверсивное управление u#(t) = u(pt − t). Заменяя в

лемме 4.2 начальное условие z(t0) = 0 на z( t ) и учитывая равенство ϕ( t ) = ϕ(pt ),
получаем

(
X(pt ), Y (pt )

)T
=
(
X#(pt ),−Y #(pt )

)T. Построения поясняются на рис. 5, где
ось X из леммы 4.2 обозначена через X .

Рис. 5. Пояснение к доказательству леммы 6.1. Сплошная линия — ис-
ходное движение (x(·),y(·))T. Зелёный пунктир — реверсивное движение(
x#(·), y#(·)

)T на [ t ,pt ]. Красный пунктир — вспомогательное движение
(x̃(·), ỹ(·))T на [ t ,pt ]

Возьмём теперь управление ũ(t) = −u#(t), t∈[ t ,pt ]. Для соответствующего вспо-
могательного движения (красный пунктир на рис. 5), выходящего из точки z( t ),
получаем z̃(pt ) = z(pt ). Доопределим управление ũ(·) и соответствующее ему движе-
ние z̃(·) на промежуток [t0, t f ], полагая ũ(t) = u(t) при t∈[t0, t )∪ (pt , t f ]. Интеграль-
ный расход управления ũ(·) на [t0, t f ] совпадает с расходом управления u(·). Име-
ем z̃(t f ) = z(t f ). Стало быть, управление ũ(·) также ведёт на ∂G(t f ,µ). При этом
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ũ(t − 0) < 0, а ũ(t + 0) = −u#(t + 0) = −u(pt − 0) > 0. Аналогично ũ(pt − 0) < 0, а
ũ(pt +0) =−u(pt +0)> 0. Таким образом, управление ũ(·), рассматриваемое на [t0, t f ],
является разрывным в моменты t ,pt и поэтому не удовлетворяет ПМП. �

Лемма 6.2. Пусть движение z(·) системы (2.1) на промежутке [t0, t f ] порожда-
ется непрерывным управлением u(·), которое удовлетворяет ПМП с тремя момен-
тами t1, t2, t3 смены знака управления, причём t0 < t1 < t2 < t3 < t f .
Тогда z(t f ) ∈ intG(t f ,µ).

Доказательство. В силу утверждения 5.1б имеем t2− t1 = t3− t2. Стало быть, на
промежутке [t1, t f ] выполнены условия леммы 6.1 с заданием начального положения и
начального угла в момент t1, а также с моментами t2 и t3 смены знака управления (при
интегральном ограничении, равным разности исходного ограничения µ и интеграла
от квадрата управления на [t0, t1]). Поэтому рассматриваемое движение в момент t f
приходит во внутренность множества достижимости, построенного на промежутке
[t1, t f ] от начального состояния z(t1). Отсюда z(t f ) ∈ intG(t f ,µ). �

Введём типы непрерывных управлений u(·) с не более чем двумя моментами сме-
ны знака управления. Тип U1 характеризуется тем, что u(t)> 0 на всем промежутке
[t0, t f ]. Аналогично определяем тип U4 с заменой положительного управления на от-
рицательное. Тип U3 имеет один момент смены знака управления, при этом вначале
идет знак “+”, потом “−”. Тип U2 также имеет один момент смены знака, но только
с “−” на “+”. Управления, для которых u(t)> 0 (соответственно, u(t)< 0) при t∈(t0, t f ),
но u(t0) = 0 или же u(t f ) = 0, условимся включать в U3 (соответственно в U2). Тип
U5 задаётся двумя моментами смены знака и последовательностью +, −, +. Тип U6
имеет два момента смены знака управления и последовательность −, +, −.

Теорема 6.3. В любую точку z(t f ) 6=z0(t f ) на ∂G(t f ,µ) ведёт непрерывное управ-
ление, удовлетворяющее ПМП и относящееся к одному из типов U1−U6. Других
вариантов управлений, ведущих на границу, нет.

Если ϕ(t f )> 0, то в перечне шести типов оставляем лишь четыре: U1, U2, U3, U6.
В случае ϕ(t f )< 0 ограничиваемся четырьмя типами U2, U3, U4, U5. Если ϕ(t f ) = 0,
оставляем типы U2, U3, U5, U6; при этом управления типов U5 и U6 порождают
одну и ту же совокупность точек.

Доказательство. В любую точку z(t f ) 6=z0(t f ) на ∂G(t f ,µ) ведёт управление, удо-
влетворяющее ПМП. В силу утверждения 5.1 оно имеет не более конечного числа
моментов смены знака управления.

Предположим от противного, что на ∂G(t f ,µ) есть точка pz , перевод в которую
возможен при помощи управления с тремя или более моментами смены знака. Ес-
ли таких управлений несколько, то возьмём управление u�(·) с наименьшим числом
моментов смены знака. Порождаемое им движение обозначим z�(·). Рассмотрим дви-
жение z�(·) на четырёх последних участках постоянства знака управления. В силу
леммы 6.2 получаем z�(t f ) ∈ intG(t f ,µ).

Таким образом, в любую точку z(t f ) 6=z0(t f ) на ∂G(t f ,µ) можно перейти при помо-
щи управления, относящегося к одному из типов U1−U6. С учетом лемм 4.2 и 6.1
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этот факт можно уточнить следующим образом в зависимости от знака угла ϕ для
рассматриваемой точки z(t f ) =

(
x(t f ),y(t f ),ϕ(t f )

)T.
Любое управление типаU1 ведёт в точку с ϕ(t f )> 0. Для управлений типаU4 имеем

ϕ(t f )< 0. Поэтому типы U1 и U4 при ϕ(t f ) = 0 исключаем. В силу леммы 4.2 управле-
ния U5 и U6 для ϕ(t f ) = 0 порождают одну и ту же совокупность точек

(
x(t f ),y(t f )

)T.
Пусть ϕ(t f ) > 0. Управления типа U4 исключаем. Управления типа U5 также ис-

ключаем, поскольку в силу леммы 6.1 такие управления ведут во внутренность мно-
жества достижимости.

Случай ϕ(t f )< 0 разбирается аналогично. Здесь также получаем четыре варианта
управлений: U2, U3, U4, U5. �

Типы управлений U1−U6 аналогичны типам, рассмотренным в работах [8, 9] для
геометрических ограничений на управление. Отличие заключается в том, что в за-
даче с интегральными ограничениями при описании типов U1−U6 формально нет
участков с нулевым управлением. Приведённая выше теорема 6.3 также практиче-
ски аналогична теореме 1 из [8] и теореме 1 из [10]. Небольшое отличие состоит в
том, что при интегральных ограничениях управления U1−U6 исчерпывают движе-
ния, ведущие на границу.

Далее воспользуемся теоремой 6.3 для описания движений, ведущих на границу
множества достижимости. Множество достижимости будем рассматривать в виде
набора сечений по ϕ (ϕ-сечений). Ограничимся значениями ϕ из интервала [0,

√
t f µ).

Для ϕ =
√

t f µ сечение по ϕ является одноточечным. Для ϕ ∈ [−
√

t f µ,0) сечения
получаются из свойства симметрии.

7. Соотношения для расчёта движений в силу управлений типа
U1,U2,U3,U6

Зафиксируем значения t f и µ . Предполагаем, что ϕ = ϕ(t f )∈ [0,
√

t f µ). Для описа-
ния кривых, из которых набирается граница ϕ-сечения, будем использовать кривые
A1, A2, A3, A6, которые порождаются управлениями типа U1, U2, U3, U6.

7.1. Кривая A1. Такая кривая состоит из точек, в каждую из которых ведёт поло-
жительное управление. Имеем ϕ(t f )> 0. Справедливы следующие соотношения:

t f =
∫

ϕ(t f )

0

dϕ√
c∗−2ρ cos(ϕ−β1)

, (7.1)

µ =
∫

ϕ(t f )

0

√
c∗−2ρ cos(ϕ−β1) dϕ . (7.2)

Здесь β1 — угол, отсчитываемый от оси x (по которой направлен вектор скорости в
начальный момент) против часовой стрелки до направления ПП. В разд. 5 этот угол
был обозначен через β .
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1) Интегралы в соотношениях (7.1), (7.2) несложным преобразованием сводятся
к эллиптическим интегралам первого и второго рода [12].

Приведём такое преобразование для интеграла в (7.1). Сделаем замену переменных
ϕ−β1 = 2γ−π. Соотношение (7.1) примет вид

t f = 2
∫ (ϕ(t f )−β1+π)/2

0

dγ√
c∗+2ρ cos2γ

− 2
∫ (−β1+π)/2

0

dγ√
c∗+2ρ cos2γ

.

Преобразуем подкоренное выражение:

c∗+2ρ cos2γ = c∗+2ρ
(
1−2sin2

γ
)
= c∗+2ρ−4ρ sin2

γ = (c∗+2ρ)

(
1− 4ρ

c∗+2ρ
sin2

γ

)
.

Учитывая, что c∗−2ρ cos(ϕ−β1)≥ 0, положим

k2 =
4ρ

c∗+2ρ
> 0. (7.3)

Отсюда

t f =
2√

c∗+2ρ

∫ (ϕ(t f )−β1+π)/2

0

dγ√
1− k2 sin2

γ

−
∫ (−β1+π)/2

0

dγ√
1− k2 sin2

γ

 .

В правой части данного выражения имеем два классических эллиптических инте-
грала первого рода [12].

Аналогично правая часть формулы (7.2) сводится к эллиптическим интегралам
второго рода:

µ = 2
√

c∗+2ρ

(∫ (ϕ(t f )−β1+π)/2

0

√
1− k2 sin2

γ dγ −
∫ (−β1+π)/2

0

√
1− k2 sin2

γ dγ

)
. (7.4)

2) Записывая произведение t f ·µ , получим

t f ·µ = 4

(∫ (ϕ(t f )−β1+π)/2

(−β1+π)/2

dγ√
1− k2 sin2

γ

)
·

(∫ (ϕ(t f )−β1+π)/2

(−β1+π)/2

√
1− k2 sin2

γ dγ

)
. (7.5)

Рассматриваем (7.5) как уравнение относительно k. Поскольку t f , µ , ϕ(t f ) зафик-
сированы, то решение зависит только от β1. Определив k из (7.5), находим (c∗+2ρ)
из (7.4). Полученное значение подставляем в формулу (7.3) для k2. В результате
находим значения ρ и c∗ (зависящие от β1).

Далее интегрируем на [0, t f ] первые два уравнения системы (2.1) с учетом (5.6).
Получаем движение на плоскости x,y, кончик которого обозначим A1(β1).

3) Если β1 = ϕ(t f )/2, то соответствующее движение приходит на ось X . При этом
направление ПП совпадает с направлением оси X , а рассматриваемое движение ле-
жит строго слева от ПП. Построение кривой A1 удобно начать именно с этой точки,

перебирая β1 в диапазоне
[

ϕ(t f )

2
,

ϕ(t f )

2
+π

]
.
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Увеличиваем β1 от значения ϕ(t f )/2. Тем самым увеличиваем угол наклона ПП.

При β1 =
ϕ(t f )

2
+π направление ПП будет противоположным направлению оси X .

Проводя численные построения, наращиваем β1 с некоторым шагом ∆β1 от зна-

чения
ϕ(t f )

2
, контролируя прохождение значения β1 =

ϕ(t f )

2
+ π. При достижении

такого значения построения прекращаются.
Ниже считаем, что в конце очередного приращения ∆β1 получаем значение β1

строго меньшее
ϕ(t f )

2
+π. В этом случае контролируем прохождение точкой A1(β1)

ситуации, когда касательная к соответствующей траектории становится параллель-

ной ПП в момент t f . Такое β1 обозначим β̄1. Для β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
, β̄1

]
значение k меньше 1

и отделено от 1. Поэтому нет трудностей с вычислением эллиптических интегралов.

4) Увеличивая β1 дальше, работаем в ситуации, когда получаемое k < 1, но близко
к единице. Находим ¯̄

β1, при котором k( ¯̄
β1) = 1. На промежутке β1 ∈

[
β̄1,

¯̄
β1
]
вычис-

ление эллиптических интегралов (а значит и решение уравнения (7.5) относительно
неизвестного k) осуществляется специальными методами.

Геометрически движение, которое строится при β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
, ¯̄
β1

)
, обладает следу-

ющим свойством. Если β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
, β̄1

]
, то на траектории есть точка, касательная в

которой параллельна ПП. Для β1 ∈
(
β̄1,

¯̄
β1
)
на продолжении траектории за момент t f

(соответственно и расход управления становится больше µ) есть точка, касательная
в которой параллельна ПП.

5) При увеличении β1 от ¯̄
β1 получаем значение k > 1. Здесь снова применяем спе-

циальные методы для нахождения k. Получаемая траектория при её продолжении
после момента t f пересекает ПП. Увеличиваем β1 до тех пор, пока точка пересече-
ния траектории с ПП не совпадёт с точкой A1(β1). Соответствующее β1 обозначим β̃1.
Кривая, построенная для таких β1, имеет симметричную относительно оси X кривую.
Объединение двух симметричных частей составляет кривую A1.

6) Проверено, что если на текущем шаге реализуется β1 =
ϕ(t f )

2
+ π, то точка

A1

(
ϕ(t f )

2
+π

)
опускается на ось X (при β1 <

ϕ(t f )

2
+π точка была слева от оси X).

Наращивание β1 прекращаем.

Построенная кривая β1 → A1(β1), где β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
,

ϕ(t f )

2
+ π

]
, подходит к оси X

под прямым углом. Учитывая отражение относительно оси X , получаем кривую A1
целиком, и она является замкнутой гладкой кривой.

7) Проанализируем существование и единственность решения уравнения (7.5).

Удобно рассмотреть два случая: β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
, ϕ(t f )

]
и β1 ∈

(
ϕ(t f ),

ϕ(t f )

2
+π

]
. Второй

случай невозможен при ϕ(t f )≥2π.



19

Пусть β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
, ϕ(t f )

]
. При k = 0 правая часть (7.5) равна ϕ2(t f ) < ϕ2

max = t f µ .
При k = 1 для интеграла первого рода известно [12, стр. 37, формула (35)] выражение∫

ϕ

0

dγ√
1− k2 sin2

γ

= ln tan
(

π

4
+

ϕ

2

)
.

Если ϕ =
π

2
, то такой интеграл равен +∞. Отсюда, с учётом того, что в рассматри-

ваемом случае промежуток интегрирования содержит
π

2
, следует, что первая скоб-

ка в (7.5) равна +∞. Вторая скобка положительна как интеграл от неотрицатель-
ной (не равной тождественно нулю) функции на интервале интегрирования длиной
ϕ(t f )

2
> 0. Таким образом, существование решения при некотором k ∈ (0,1) вытека-

ет из того, что правая часть уравнения (7.5) меньше левой для k = 0 и больше левой
для k→1. Отметим, что при k > 1 интеграл в первом сомножителе правой части (7.5)
не определён в действительных числах, поскольку промежуток интегрирования со-
держит

π

2
. Следовательно, среди таких значений k нет решения уравнения (7.5).

Пусть теперь β1 ∈
(

ϕ(t f ),
ϕ(t f )

2
+ π

]
. Здесь также при k = 0 правая часть (7.5)

равна ϕ2(t f ). Промежуток интегрирования в рассматриваемом случае принадлежит
интервалу

(
− π

2
,

π

2

)
. Поскольку в (7.5) подкоренные выражения должны быть неот-

рицательными, то при каждом значении β1 можно указать максимальное значение
k∗(β1) > 1 такое, что для всех k ∈

[
0, k∗(β1)

]
правая часть (7.5) будет определена

(и конечна). Значение k∗(β1) задаётся формулой

k∗(β1) = 1/α(β1) , α(β1) = max
{∣∣∣sin

(−β1 +π

2

)∣∣∣, ∣∣∣sin
(

ϕ(t f )−β1 +π

2

)∣∣∣} .
Если правая часть (7.5) при k = k∗(β1) больше или равна, чем t f µ , то решение урав-
нения (7.5) существует на интервале (0, k∗(β1)]. Иначе на этом интервале решения
нет. При k > k∗(β1) правая часть (7.5) не определена, и, стало быть, решений нет.

Доказательство единственности решений в рассматриваемых случаях опирается
на анализ производной правой части по параметру k. Можно убедиться, что та-
кая производная положительна для всех допустимых значений k > 0, при которых
правая часть (7.5) определена (в первом случае для k ∈ (0,1) и во втором случае
для k ∈ (0, k∗(β1)] ). Отсюда следует единственность решения (7.5) по k (во втором
случае – если оно существует).

Введённое в пункте 5) значение β̃1 является наибольшей величиной, при которой

для всех β1 ∈
[

ϕ(t f )

2
, β̃1

]
решение (7.5) существует и единственно.

7.2. Кривая A3. Если β̃1 <
ϕ(t f )

2
+ π, то точка A1(β̃1) находится слева от оси X .

Угол между вектором скорости в точке A1(β̃1) и направлением соответствующей ПП
больше нуля. Обозначим такой угол через β̃3. Продолжаем кривую A1 кривой A3.
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При построении кривой A3 перебираем все управления с одним моментом сме-
ны знака с “+” на “−”, дающие в момент t f значение угла равное ϕ(t f ). Каждая
траектория полностью определяется значениями t f , µ , ϕ(t f ) и углом β3 наклона тра-
ектории в момент пересечения ПП (угол отсчитывается против часовой стрелки от
направления вектора скорости до направления ПП; на рис. 4b,c этот угол обозна-
чен β

′
). Поэтому можем, взяв вспомогательную начальную точку на ПП, отдельно

рассмотреть участок движения из этой точки в прямом времени с отрицательным
управлением, удовлетворяющим ПМП, и заданным углом β3. Строим такой участок
до тех пор, пока изменение угла ϕ на нем не достигнет по модулю зафиксированного
числа ϕ3 ≥ 0. Затем в обратном времени из той же вспомогательной точки при том
же угле β3 рассматриваем движение с положительным управлением на промежутке
времени, на котором изменение угла ϕ будет ϕ3 +ϕ(t f ).

Значение ϕ3 при взятом β3 выбираем так, чтобы суммарное время на двух участ-
ках равнялось t f и расход интегрального ресурса был равен µ . Склеив две получен-
ные траектории в одну через их общую начальную точку, получим траекторию на
промежутке [0, t f ], итоговое изменение угла вдоль которой равно ϕ(t f ). Перенеся её
начальную точку в начало координат исходной системы x,y и совместив направле-
ние вектора скорости в начальный момент с направлением оси x, получим требуемое
движение. Его конечную точку обозначим A3(β3).

Перечисленные условия приводят к следующей системе соотношений:

t f =
∫

ϕ3

0

dϕ√
c∗−2ρ cos(ϕ +β3)

+
∫

ϕ3+ϕ(t f )

0

dϕ√
c∗−2ρ cos(ϕ +β3)

, (7.6)

µ =
∫

ϕ3

0

√
c∗−2ρ cos(ϕ +β3)dϕ +

∫
ϕ3+ϕ(t f )

0

√
c∗−2ρ cos(ϕ +β3)dϕ . (7.7)

Учитывая, что вспомогательная начальная точка лежит на ПП, полагаем
c∗ = 2ρ cosβ3. Перемножая равенства (7.6) и (7.7), получаем уравнение относитель-
но ϕ3. При каждом β3 в некотором диапазоне [β̃3, pβ3] находим из такого уравнения
единственное ϕ3, а затем единственное ρ из соотношения (7.7). На базе получен-
ных значений ϕ3 и ρ строим две ветви искомой геометрической кривой. Cклеенную
кривую переносим в начало координат исходной системы, как описано выше.

Значение pβ3 ∈ (β̃3,π), при котором построения прекращаются, определяется реали-
зацией хотя бы одного из условий: а) ветвь кривой, строящейся в обратном времени
из вспомогательной начальной точки, вторично попадает на ПП; б) значение ϕ3 ста-
новится равным нулю.

Перебирая β3 ∈ [β̃3, pβ3], получаем кривую A3. Кривая A2 симметрична кривой A3
относительно оси X . В каждую точку кривой A2 в силу леммы 4.2 ведёт реверсивное
управление.

Возможен случай, когда при β сколь угодно близком к β̃3 сверху, система (7.6)
и (7.7) не имеет решения. В этом случае полагаем pβ3 = β̃3. Считаем кривую A3 вы-
рожденной и состоящей из одной точки A3(β̃3). Аналогично вырожденной полагаем
кривую A2.
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7.3. Кривая A6. Пусть pϕ6,1≥0 есть значение ϕ3, получаемое для β3 = pβ3. При по-
строении кривой A6 считаем pϕ6,1 > 0 и в качестве одномерного параметра возь-
мём ϕ6,1, уменьшая его от значения pϕ6,1. Движение, ведущее при рассматриваемом
ϕ6,1 в точку A6(ϕ6,1), состоит из трёх участков, равных по угловой величине соот-
ветственно −ϕ6,2 (участок лежит справа от ПП), ϕ6,2 +ϕ6,1 +ϕ(t f ) (участок лежит
слева от ПП), −ϕ6,1 (справа от ПП). Здесь ϕ6,2,ϕ6,1,ϕ(t f ) считаются положительны-
ми. Справедливо равенство

2π−2β6−ϕ6,2−ϕ6,1 = ϕ(t f ). (7.8)
Угол β6 определяется так же, как угол β3, но соответствует второму в прямом вре-
мени попаданию движения на ПП.

Запишем следующие соотношения:

t f =
∫

ϕ6,2

0

dϕ√
c∗−2ρ cos(ϕ +β6)

+

+
∫

ϕ6,1

0

dϕ√
c∗−2ρ cos(ϕ +β6)

+
∫

ϕ6,2+ϕ6,1+ϕ(t f )

0

dϕ√
c∗−2ρ cos(ϕ +β6)

,

µ =
∫

ϕ6,2

0

√
c∗−2ρ cos(ϕ+β6)dϕ +

+
∫

ϕ6,1

0

√
c∗−2ρ cos(ϕ+β6)dϕ +

∫
ϕ6,2+ϕ6,1+ϕ(t f )

0

√
c∗−2ρ cos(ϕ+β6)dϕ .

Полагаем в них c∗ = 2ρ cosβ6. Указанные соотношения с учетом равенства (7.8)
дают систему относительно β6 и ρ при фиксированном ϕ6,1.

Мы строим кривую A6 до тех пор, пока она не достигнет оси X с равен-
ством ϕ6,1 = ϕ6,2. Рассматривая в силу леммы 4.2 симметричную относительно оси X
кривую, получаем объединённую кривую A6. Кривая A6 соединяет концы кривых
A3 и A2. Кривая A6 гладко сопрягается с кривыми A3 и A2. Кривая A6 не строится,
если pϕ6,1 = 0.

7.4. Граница ϕ-сечения без кривой A6. Значение pϕ6,1 зависит от ϕ(t f ). Мы прове-
рили численно существование такого ϕ∗(t f ), что pϕ6,1 = 0 при ϕ(t f ) = ϕ∗(t f ) и pϕ6,1 > 0,
если ϕ(t f ) < ϕ∗(t f ). В случае ϕ(t f ) > ϕ∗(t f ) нет экстремальных управлений с двумя
моментами смены знака, т.е. относящихся к типу U6. Поэтому при ϕ(t f )> ϕ∗(t f ) кри-
вая A6 не строится. Можно сказать, что она вырождается в точку для ϕ(t f ) = ϕ∗(t f ).
Такая точка лежит на вспомогательной оси X . Она одновременно является последней
точкой A3(pβ3) кривой A3. Прямая переключения, соответствующая pβ3, проходит по
оси X , но противоположна ей по направлению.

Когда ϕ(t f ) становится больше ϕ∗(t f ), то для последней точки A3(pβ3) кривой A3,
как и при ϕ(t f ) = ϕ∗(t f ), выполнено условие ϕ3 = 0. При этом точка A3(pβ3) вновь рас-
положена слева от оси X . При её построении в системе (7.6), (7.7) зануляются первые
интегральные слагаемые справа. Можно показать, что эта система переходит в си-
стему (7.1), (7.2). Соответствующее доказательство использует замену переменной ϕ

в подынтегральном выражении на новую переменную ϕ[ = ϕ(t f )−ϕ . Дополнительно
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принимаем во внимание, что β3 = β1−ϕ(t f ), а также то, что соотношение c∗= 2ρ cosβ3
в (7.6), (7.7) в силу (5.7) совпадает с выражением для c∗ в (7.1), (7.2).

При ϕ(t f ) > ϕ∗(t f ) после построения кривой A3 мы строим второй участок кри-
вой A1, увеличивая β1, но теперь начиная с β1 = pβ3 +ϕ(t f ), до попадания кривой на
ось X . С ростом ϕ(t f ) дуга A3 “сокращается”, затем вырождается в точку и исчезает.
До вырождения кривой A3 (и, соответственно, A2) граница ϕ-сечения состоит из
кривых A3, A2 и двух участков кривой A1. После вырождения кривой A3 граница
множества Gϕ(t f ,µ) состоит только из кривой A1.

8. Результаты численного построения трёхмерного множества
достижимости и его ϕ-сечений

Исследование трёхмерного множества достижимости сводим к изучению его
ϕ-сечений для ϕ≥0. При ϕ < 0 ϕ-сечения Gϕ(t f ,µ) могут быть получены на основе
сечений при ϕ > 0 в силу свойства симметрии, описанного в подразд. 4.4.

1) Начнём со случая, когда величины t f и µ таковы, что максимально возможное
ϕmax =

√
t f µ≤2π. В этом случае для каждого ϕ-сечения Gϕ(t f ,µ), где 0 < ϕ < ϕmax,

его граница составляется из последовательно соединённых кривых A1, A3, A6 и A2.
То есть кривая A= A1∪A3∪A6∪A2 не имеет самопересечений и составляет границу
множества Gϕ(t f ,µ). При этом для ϕ(t f ), близких к ϕmax, кривые A6, A3, A2 вырож-
даются и граница ϕ-сечения определяется только кривой А1. Если ϕ = 0, то исчезает
кривая A1. Граница множества Gϕ(t f ,µ) составляется из кривых A3, A6, A2. Кривые
A3 и A2 замыкаем в особой точке, соответствующей управлению u≡ 0. Отметим, что
для ϕ = 0 в соответствии с теоремой 6.3 множество точек, порождаемое управлением
типа U5 (кривая A5), совпадает с кривой A6.

На рис. 6 для µ = 4, t f = 4 дано наглядное представление множества G(t f ,µ) в виде
набора его ϕ-сечений, выведенных с некоторым шагом 4ϕ . Поверхности, образую-
щие границу трёхмерного множества достижимости, строятся на базе этих ϕ-сечений
с использованием триангуляции. Мы сохраняем за такими поверхностями обозначе-
ния A1, A3, A6, A2.

Рис. 6. Набор ϕ-сечений для представления трёхмерного множества достижимости
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На рис. 7 показано ϕ-сечение для µ = 4, t f = 4, ϕ(t f ) = 2. Представлены примеры
движений, ведущих на кривые A1, A3, A6. Одновременно показаны ПП, соответствую-
щие этим движениям. Прямая переключения, соответствующая движению, ведуще-
му в точку на кривой A1, визуально касается траектории этого движения. На самом
деле траектория лежит по одну сторону от ПП (а именно, слева). Граница ϕ-сечения
образуется последовательным соединением кривых A1, A3, A6, A2. Такой случай яв-
ляется самым простым при применении теоремы 6.3 для анализа границы ϕ-сечения.

Рис. 7. Граница ϕ-сечения полностью определяется соединением кри-
вых A1, A2, A3, A6

С ростом значения ϕ = ϕ(t f ) происходит “уменьшение” кривой A6, и при неко-
тором ϕ она исчезает. Рассматриваемое ϕ-сечение становится выпуклым. Свойство
выпуклости сохраняется при дальнейшем росте ϕ(t f ).

После исчезновения кривой A6 на некотором малом промежутке значений ϕ(t f )
граница ϕ-сечения определяется кривыми A1, A3 и A2. При этом кривая A1 состоит
из двух частей. Появляющаяся дополнительно вторая часть соединяет кривые A3 и
A2 вместо исчезнувшей кривой A6. Соответствующий пример показан на рис. 8.

При дальнейшем увеличении ϕ(t f ) исчезают кривые A3 и A2. Граница ϕ-сечения
полностью определяется кривой A1 (см. рис. 9). Эта кривая симметрична относитель-
но оси X .

Рис. 8 и 9 просчитаны для µ = 4, t f = 4. Значения ϕ(t f ) равны соответственно 3.6
и 3.8. На этих рисунках разным цветом выделены участки кривой A1, о которых
было сказано в подразд. 7.1, пункты 3), 4), 5). Участок 1 соответствует пункту 3) в
подразд. 7.1, участок 2 (два сегмента) — пункту 4) и участок 3 — пункту 5). Показаны
также варианты движений, ведущих на эти участки, а также соответствующие ПП.
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Рис. 8. Граница ϕ-сечения определяется кривыми A1, A3, A2

Рис. 9. Граница ϕ-сечения определяется только кривой A1
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На рис. 10 с двух ракурсов показано трёхмерное множество G(t f ,µ) для t f = (1.5π)2

и µ = 1. Цветом выделены участки границы, на которые ведут различные типы
управлений: U1 — положительное управление (синий цвет), U4 — отрицательное
управление (желтый цвет), U3 — управление с одним моментом смены знака с “+”
на “−” (зелёный цвет), U2 — управление с одним моментом смены знака с “−” на “+”
(фиолетовый цвет). Точка z0(t f ), в которую ведёт тождественно равное нулю управ-
ление, лежит на стыке четырёх указанных участков. Чёрными линиями намечены с
некоторым шагом по оси ϕ контуры сечений трёхмерного множества G(t f ,µ). Этот
рисунок можно сравнить с аналогичным рис. 2, который был сделан для геометри-
ческого ограничения. Данный рисунок отличается от рис. 2 гладкостью границы для
крайних значений ϕ , а также гладким сочленением поверхностей A6 и A5 (составля-
емых, соответственно, из кривых A6 и A5) c поверхностями A2 и A3 (составляемых из
кривых A2 и A3). Сохраняется негладкость стыковки при ϕ = 0 поверхностей A6 и A5.

Рис. 10. Трёхмерное множество достижимости с двух ракурсов

2) Трёхмерное множество достижимости G(t f ,µ), просчитанное при µ = 100 для
момента t f = 0.95, показано на рис. 11 слева (здесь мы уже имеем дело со случаем
ϕmax > 2π). Множество G(t f ,µ) не является односвязным: имеется полость, ему не
принадлежащая. Она не видна, когда смотрим на множество снаружи.

Чтобы показать неодносвязность трёхмерного множества, на рис. 11 справа пред-
ставлено его ϕ-сечение Gϕ(t f ,µ) при ϕ = 0. Поскольку ϕ = 0, то вспомогательная
ось X , относительно которой ϕ-сечение является симметричным, совпадает с осью x.
Кривая A1 на ∂Gϕ(t f ) отсутствует. Точка

(
x0(t f ),y0(t f )

)T принадлежит данному
ϕ-сечению и расположена на оси x. Кривые A3 и A2 симметричны друг другу и отхо-
дят от этой точки. Их дуги до точки P1 первого пересечения дают “внешнюю” границу
ϕ-сечения. Открытые дуги A3 и A2 от точки P1 до точки P2 второго пересечения ле-
жат во внутренности ϕ-сечения. Кривая A6 и примыкающие к ней участки кривых
A3 и A2 после точки P2 составляют границу “дырки”, не принадлежащей Gϕ(t f ,µ).
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Пунктиром показаны траектории четырёх движений, ведущих на границу ϕ-сечения
(а стало быть, и на границу трёхмерного множества достижимости). Траектории,
ведущие в точки e1, e2 и e3, имеют одну точку перегиба (точка смены знака управ-
ления). Траектория, ведущая в точку e4 на кривой A6, имеет две точки перегиба.

Рис. 11. Трёхмерное множество достижимости G(t f ,µ) (слева) и его
ϕ-сечение при ϕ = 0 (справа); µ = 100, t f = 0.95

Дальнейшее изменение ϕ-сечений Gϕ(t f ,µ) дано на рис. 12. Для каждого ϕ(t f ) по-
казаны три движения (а также соответствующие ПП), ведущие на кривые A1, A3, A6.

Неодносвязность ϕ-сечения сохраняется для ϕ(t f ) = 0.5 (рис. 12a). Внешняя грани-
ца ϕ-сечения при этом определяется кривой A1 и дугами кривых A3 и A2 до точки P1
их первого пересечения. Кривая A6 и примыкающие к ней участки кривых A3 и A2
до точки P2 составляют границу “дырки”. На рис. 12b и 12c ϕ-сечения являются од-
носвязными. Граница ϕ-сечений определяется кривой A1 и примыкающими к ней
дугами кривых A3 и A2 до точки P1 их первого пересечения.

Пример на рис. 13 для t f ≈1.1244, µ = 100, ϕ(t f ) = 0 подобран так, чтобы показать
движения в виде лемнискат. Здесь кривая A6 выродилась в точку, совпадающую с
началом координат. На рисунке справа показано шесть кривых из семейства лемнис-
кат. Все траектории представляют собой одну и ту же геометрическую лемнискату,
но точка её приложения к началу координат исходной системы изменяется. Каждая
траектория начинается и заканчивается в начале координат с направлением вектора
скорости по оси x. При сколь угодно малом уменьшении µ возникает “дырка” и точка
начала координат уже не принадлежит ϕ-сечению для ϕ = 0.

Детальное исследование замкнутых траекторий движения (замкнутых эластик Эй-
лера) содержится в статье [11]. Доказано, что лемниската не является глобально
оптимальной траекторией в задаче минимизации функционала (1.2) при отождеств-
лении угла ϕ по модулю 2π. Такое движение доставляет локальный оптимум.

На рис. 14 примерно в том же ракурсе, что и для рис. 1, показаны трёхмерные
множества достижимости G(t f ,µ) для µ = 1 и t f = π2,(2π)2,(3π)2,(4π)2. Мы можем
сравнить их с множествами достижимости при геометрическом ограничении.
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Рис. 12. Эволюция ϕ-сечений с ростом ϕ(t f )
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Рис. 13. Пример траекторий движения (эластик Эйлера) в форме лемнискат

Рис. 14. Развитие во времени трёхмерного множества достижимости
G(t f ,µ) при интегральном квадратичном ограничении
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9. Отождествление углов по модулю 2π

В прикладных задачах угол ϕ часто отождествляется по модулю 2π. Используя
алгоритм построения множества G(t f ,µ), нетрудно построить множество достижимо-
сти qG(t f ,µ) при приравнивании углов, отличающихся сдвигом на k2π. Справедлива
следующая формула:

qG
qϕ(t f ,µ) =

⋃
Gϕ(t f ,µ), ϕ = qϕ± k2π, k = 0,1,2..., qϕ ∈ [−π,π).

Уже из самой этой формулы видно, что множество qG(t f ,µ) выглядит “коряво”. На
рис. 15 множества qG(t f ,µ) показаны для µ = 1, t f = (1.5π)2 and t f = (2π)2.

Рис. 15. Трёхмерное множество достижимости qG(t f ,µ) для случая,
когда углы ϕ отождествляются по модулю 2π

10. Нахождение глобально оптимальных эластик Эйлера

Считаем заданными момент t f , точку (qx,qy)T и угол qϕ∈(−π,π]. Символом µ∗ обо-
значим минимальное значение интегрального функционала (1.2), при котором воз-
можен перевод системы (2.1) в точку (qx,qy)T в момент t f с заданным углом qϕ , отож-
дествляемым по модулю 2π. Требуется указать способ вычисления оптимального
значения µ∗, а также построить все движения (глобально оптимальные эластики
Эйлера), каждое из которых осуществляет перевод из начального состояния в ко-
нечное с оптимальным показателем µ∗. Для краткости обозначим qa = (qx,qy)T.

10.1. Глобальный минимум и оптимальные эластики: ϕ-сечения для их по-
иска. Точку qx = t f , qy = 0 с qϕ = 0 исключаем, ибо перевод в неё осуществляется при
u(t)≡ 0 и, стало быть, для неё минимальное µ∗ = 0. Для остальных точек перевод в
момент t f возможен, лишь когда

√
qx 2 +qy 2 < t f .

Обозначим
µ0 = min{µ : qa ∈ G

qϕ(t f ,µ)},
µ− = min{µ : qa ∈ G

qϕ−2π(t f ,µ)}, µ+ = min{µ : qa ∈ G
qϕ+2π(t f ,µ)}.
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1) Вначале предположим, что qϕ ∈ (0,π]. Покажем, что для поиска всех глобаль-
но оптимальных эластик следует использовать только два ϕ-сечения G

qϕ(t f ,µ0) и
G

qϕ−2π(t f ,µ−). Доказательство проведём от противного.
Предположим, что существует такое целое число k+ ≥ 1, что qa ∈ G

qϕ+2πk+(t f ,µ
∗).

Учитывая размах
[
−
√

t f µ∗,
√

t f µ∗
]
множества G(t f ,µ

∗) по координате ϕ , заключаем,
что qϕ +2πk+ ≤

√
t f µ∗.

Так как qϕ + 2πk+ > 2π и для глобально оптимального движения (глобально оп-
тимальной эластики Эйлера) выполнен ПМП, то любое управление u(·), ведущее в
точку qa, не может иметь моментов смены знака управления. Это вытекает из утвер-
ждения 5.1в. Следовательно, qa∈ A1. При этом кривая A1 образует границу ϕ-сечения
G

qϕ+2πk+(t f ,µ
∗).

Выделим на рассматриваемом оптимальном движении два момента t1 и t2 такие,
что t2 > t1 и ϕ(t2)− ϕ(t1) = 2π. Сформируем на [t1, t2] вспомогательное движение
(x̃(·), ỹ(·))T практически по образцу того, что было в доказательстве леммы 6.1. От-
личие только в том, что в доказательстве леммы 6.1 мы рассматривали два момента
t и pt такие, что ϕ(pt ) = ϕ(t ) , а здесь два момента t1 и t2 такие, что ϕ(t2) = ϕ(t1)+2π.
Поскольку для углов ϕ , отличающихся на 2π, ось симметрии X одна и та же (с точ-
ностью до направления), это отличие несущественно.

Рис. 16 поясняет построение вспомогательного движения (показано точечной ли-
нией) на [t1, t2]. Новое движение на промежутках [0, t1] и [t2, t f ] совпадает с первона-
чальным. На [t1, t2] оно идет по вспомогательному движению. Новое движение также
приходит в точку qa, но имеет значение ϕ(t f ) = qϕ + 2πk+− 4π. Следовательно, точ-
ка qa принадлежит ϕ-сечению G

qϕ+2πk+−4π(t f ,µ
∗). Однако ПМП не выполнен для

сконструированного движения: управление разрывно в моменты t1 и t2. Поэтому
qa ∈ intG

qϕ+2πk+−4π(t f ,µ
∗).

Рис. 16. Построение вспомогательного движения в доказательстве теоремы 10.1
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Пусть qz = (qx,qy, qϕ +2πk+−4π)T. Точка qz не может совпадать с какой-либо из двух
крайних по координате ϕ точек трёхмерной “дырки” в множестве G(t f ,µ

∗). В самом
деле, при совпадении такая точка лежала бы на границе множества G(t f ,µ

∗) и ПМП
должен бы быть выполнен для любого движения, ведущего в эту точку. Поскольку
qϕ > 0, то qϕ+2πk+−4π 6=0. Cледовательно, точка qz не может также совпадать с точкой
(0,0,0)T вырождения трёхмерной “дырки”.

В итоге заключаем, что можно уменьшить значение µ до некоторого pµ < µ∗ так,
что qa ∈ G

qϕ+2πk+−4π(t f , pµ). Это противоречит тому, что µ∗ — минимальное значение
интегрального показателя для перевода в точку qa с углом qϕ , отождествляемым по
модулю 2π.

Таким образом, включение qa ∈ G
qϕ+2πk+(t f ,µ

∗) невозможно.
Случай, когда существует целое отрицательное число k− ≤ −2 такое, что

qa ∈ G
qϕ+2πk−(t f ,µ

∗), рассматривается аналогично. Здесь qϕ + 2πk− ≤ qϕ − 4π ≤ −3π.
Выделив моменты t1, t2 такие, что t2 > t1 и ϕ(t2)−ϕ(t1) = −2π, переходим к новому
движению, имеющему ϕ(t f ) = qϕ +2πk−+4π. Рассуждения повторяются.

Таким образом, при qϕ ∈ (0,π] получаем µ∗ = min{µ0,µ−}.
2) Пусть qϕ ∈ (−π,0). Поскольку ϕ-сечения при положительных и отрицательных

ϕ симметричны, то для поиска глобально оптимальных эластик можно ограничиться
рассмотрением двух ϕ-сечений G

qϕ(t f ,µ0) и G
qϕ+2π(t f ,µ+). Поэтому µ∗ = min{µ0,µ+}.

3) Если qϕ = 0, то следует рассмотреть три ϕ-сечения G
qϕ=0(t f ,µ0), G

qϕ=2π(t f ,µ+)
и G

qϕ=−2π(t f ,µ−). В этом случае µ∗ = min{µ0,µ+,µ−}. Однако при ϕ = ±2π вспомо-
гательная ось X одна и та же и совпадает с точностью до направления с осью x.
Поэтому, с учётом свойств симметрии из подразделов 4.3 и 4.4, при любых t f и µ

таких, что
√

t f µ≥2π, справедливо равенство Gϕ=2π(t f ,µ) = Gϕ=−2π(t f ,µ). Отсюда
µ+ = µ−. Стало быть, если qϕ = 0, то µ∗ = min{µ0,µ−}= min{µ0,µ+}.
Предположим, что оптимальное значение µ∗ совпадает с µ− = µ+. Тогда

qa ∈ ∂Gϕ=−2π(t f ,µ−). В силу свойства симметрии относительно оси x получа-
ем qb = (qx,−qy)T∈ Gϕ=−2π(t f ,µ−). Пусть u

qb(t), t∈[0, t f ], — отрицательное управление,
ведущее в точку qb. Тогда положительное управление −u

qb(t), t ∈ [0, t f ], ведёт в точ-
ку qa. Стало быть, в точку qa ведут два управления u

qa(t) и −u
qb(t), t∈[0, t f ]. Первое

отрицательное, второе положительное. Оба являются глобально оптимальными.
Из приведённых выкладок вытекает следующая теорема.

Теорема 10.1. Пусть заданы момент t f , точка qa=(qx,qy)T 6=(t f ,0)T и угол qϕ∈(−π,π].
Тогда глобально оптимальное значение µ∗ определяется формулой

µ
∗ =


min{µ0,µ−}, если qϕ∈(0,π] ,
min{µ0,µ+}, если qϕ∈(−π,0) ,
min{µ0,µ−}= min{µ0,µ+}, если qϕ = 0 .

Соответственно, для поиска всех глобально оптимальных эластик при qϕ∈(0,π]
достаточно рассмотреть два ϕ-сечения G

qϕ(t f ,µ0) и G
qϕ−2π(t f ,µ−); при qϕ∈(−π,0)

два ϕ-сечения G
qϕ(t f ,µ0) и G

qϕ+2π(t f ,µ+); при qϕ = 0 достаточно рассмотреть
два ϕ-сечения G

qϕ=0(t f ,µ0) и G
qϕ=−2π(t f ,µ−) (или, что равноценно, G

qϕ=0(t f ,µ0) и
G

qϕ=2π(t f ,µ+)).
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10.2. Пример четырёх глобально оптимальных эластик. Не приводя в данной
работе детального исследования, связанного с количеством оптимальных эластик и
их реализации при помощи различных типов управления, ограничимся примером, в
котором в заданную точку qa при qϕ = 0 ведут четыре глобально оптимальные эласти-
ки. Этот пример заимствован из работы [2]. Покажем (см. рис. 17), как он возникает
при рассмотрении указанных выше ϕ-сечений.

Рис. 17. Четыре глобально оптимальные эластики Эйлера

Положим t f = 1. Зафиксируем такое µ , что
√

t f µ =
√

µ > 2π. Граница ϕ-сечения
Gϕ=0(t f ,µ) совпадает с кривой A, составленной из последовательного соединения
кривых A1, A3, A6 и A2. Численно убеждаемся, что часть кривой A6, расположен-
ная в полуплоскости x≥ 0, представляет собой полуокружность с центром в начале
координат. Далее рассматриваем ϕ-сечения Gϕ=−2π(t f ,µ) и Gϕ=2π(t f ,µ). Они совпа-
дают. Численно убеждаемся, что граница каждого из них является окружностью
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с центром в начале координат. Подбираем µ так, чтобы такая окружность содержа-
ла полуокружность O+, лежащую на кривой A6 на границе множества Gϕ=0(t f ,µ).
Для любого µ < µ полуокружность O+ расположена вне множеств Gϕ=0(t f ,µ) и
Gϕ=−2π(t f ,µ) = Gϕ=2π(t f ,µ). Поэтому для любой точки qa ∈O+ и qϕ = 0 глобально оп-
тимальное значение µ∗ совпадает с µ . Численный подбор значения µ дает µ∗= µ≈55.

Множества Gϕ=0(t f ,µ) и Gϕ=−2π(t f ,µ) = Gϕ=2π(t f ,µ) представлены на рис. 17. Для
некоторой точки qa показаны глобально оптимальные эластики.

Кривая A6 на границе ϕ-сечения Gϕ=0(t f ,µ) отмечена красным цветом. Радиус кру-
говых ϕ-сечений Gϕ=−2π(t f ,µ) = Gϕ=2π(t f ,µ) равен примерно 0.41. Поскольку при
ϕ = 0 кривые A5 и A6 совпадают, то в каждую точку на них ведут две глобально
оптимальные эластики. Одна из таких эластик показана красным цветом. Она по-
рождается управлением типа U6 с двумя моментами смены знака. Другая эластика
отмечена светло-голубым цветом, и она порождается управлением типа U5 также с
двумя моментами смены знака. В ту же точку qa ведёт эластика, заканчивающая-
ся на кривой A1 в ϕ-сечении при ϕ = 2π. Она порождается управлением типа U1
и изображена тёмно-голубым цветом. Четвёртая эластика, ведущая в ту же точку,
порождается управлением типа U4 и показана жёлтым цветом. Следовательно, в рас-
сматриваемую точку ведут четыре глобально оптимальные эластики. Такое свойство
справедливо для любой точки на правой полуокружности O+.

Таким образом, рассмотрение ϕ-сечений и правильное понимание, как устроена их
граница, помогает находить и классифицировать глобально оптимальные эластики
и их количество.

Заключение

Опираясь на принцип максимума Понтрягина и специфические свойства кинема-
тики машины Дубинса, в статье описаны 6 типов программных управлений, кото-
рые ведут на границу трёхмерного множества достижимости G(t f ,µ) в заданный
момент времени t f при заданном ограничении µ на интегральный квадратичный
расход управления. С содержательной точки зрения эти 6 типов аналогичны тем,
что были установлены ранее для случая геометрического ограничения на мгновен-
ные значения управления. Это позволило численно построить границу множества
достижимости.

Подчеркнём, что статья носит характер численного исследования трёхмерного
множества достижимости при интегральном ограничении. Вероятно, многие факты,
обнаруженные численно, могут быть обоснованы аналитически. В частности, прин-
ципиальным является вопрос об аналитическом описании кривых A1, A3, A2 и A6, из
дуг которых составляется граница ϕ-сечений множества достижимости при ϕ ≥ 0.
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