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Аннотация

Исследуется множество достижимости в момент для нелинейной
управляемой системы третьего порядка, называемой часто «маши-
на Дубинса». Объект перемещается на плоскости с постоянной по
величине линейной скоростью и несимметрично заданными ограни-
чениями на повороты вправо и влево. Доказывается утверждение
о числе и характере переключений управления, ведущего на гра-
ницу множества достижимости. Приведены результаты численного
построения множеств достижимости.

1 Введение
В прикладных работах, опирающихся на математическую теорию управления, очень популярной яв-

ляется модель управляемого объекта, называемая «машина Дубинса». Такая модель задается нелинейной
системой дифференцальных уравнений третьего порядка. Две фазовые переменные характеризуют геомет-
рическое положение управляемого объекта на плоскости, третья переменная — угол направления вектора
скорости. Величина скорости считается постоянной. Скалярное управляющее воздействие, стесненное гео-
метрическим ограничением, определяет мгновенный радиус разворота.

Машина Дубинса — это управляемый объект (автомобиль или самолет) с простейшей моделью движе-
ния в горизонтальной плоскости. В 1957 г. американский математик Л. Дубинс опубликовал теоретическую
работу [1] о линии кратчайшей длины с ограниченным радиусом кривизны, соединяющей две точки на
плоскости с заданным направлением выхода из первой точки и заданным направлением входа во вторую.
Полученные Л. Дубинсом результаты оказались очень полезными при исследовании объектов с ограни-
ченным радиусом разворота и постоянной по величине скоростью передвижения. Именно поэтому такие
объекты стали называть машиной Дубинса. В дальнейшем оказалось, что близкие вопросы в 1889 г. изу-
чал российский математик А.А. Марков в работе [2], посвященной проблемам прокладки железных дорог.
Динамика простейшего автомобиля использовалась Р. Айзексом в работах по дифференциальным играм
[3, 4]. Модель Дубинса применяется при управлении колесными роботами [5], для диспетчерских расчетов
в гражданской авиации [6], а также в прикладных работах по построению траекторий движения беспи-
лотных летательных аппаратов в горизонтальной плоскости [7]. В книге [8] Ю.И.Бердышев использовал
модель Дубинса для задач оптимального обхода точек на плоскости.
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Для машины Дубинса известен синтез оптимального управления в задаче быстродействия в симметрич-
ном [9] и несимметричном [10] случаях ограничений на управление. Несимметричный случай возникает,
например, при несбалансированности минимальных радиусов разворота вправо и влево.

Целью данной работы является исследование границы множества достижимости в момент для несим-
метричного случая. Существенным образом используется схема рассуждений из статьи [11, 12], в которой
рассматривался симметричный случай. Под множеством достижимости G(tf ) в фиксированный момент
времени tf понимаем совокупность всех состояний в фазовом пространстве, в каждое из которых возмо-
жен перевод системы в момент tf из заданного начального состояния при помощи некоторого допустимого
управления.

Из анализа структуры множества достижимости в момент вытекают некоторые полезные факты для
задачи быстродействия (например, оценка числа переключений и характер переключений оптимального
управления). Но в целом, исследование границы множества достижимости в момент и построение опти-
мального синтеза в задаче быстродействия — это разные задачи.

При исследовании границы множества достижимости используется принцип максимума Понтрягина для
управлений, ведущих на границу множества достижимости [13, 14]. Вся граница состоит из нескольких
гладких участков, количество которых равно шести для не слишком больших моментов tf . С ростом tf
количество участков может сократиться до четырех. Каждый участок характеризуется своим набором
управлений с двумя переключениями, и, таким образом, является двупараметрическим многообразием,
задаваемым моментами переключения. На основе доказанного в работе утверждения граница трехмерного
множества достижимости в момент может быть рассчитана численно.

Выполнены численные расчеты множеств достижимости с представлением в трехмерном фазовом про-
странстве.

2 Постановка задачи

Пусть движение управляемого объекта на плоскости X0Y
описывается системой дифференциальных уравнений

ẋ = V cosϕ,
ẏ = V sinϕ,
ϕ̇ = u, u ∈ [umin, umax],

(1)

где x, y — координаты объекта, ϕ — угол наклона вектора ско-
рости (рис. 1), V — величина скорости. Допустимыми про-
граммными управлениями u(·) считаются измеримые функции
времени со значениями u(t) ∈ [umin, umax]. Значения угла ϕ рас-
сматриваются на промежутке (−∞,∞).

y  

ϕ  

x

V  

Рис. 1: Система координат.

Фазовый вектор (x, y, ϕ) системы (1) обозначим через z. Зафиксируем z0 — произвольное состояние
системы (1) в начальный момент времени t0 = 0. Множество достижимости G(tf ) в момент времени
tf > t0 есть совокупность всех точек z трехмерного фазового пространства, в каждую из которых возможен
перевод системы (1) в момент tf при помощи некоторого допустимого управления на промежутке [t0, tf ]
из начальной точки z0.

В работе утверждения из статьи [11, 12] о числе и характере переключения управлений, ведущих на гра-
ницу множества G(tf ), распространяются на случай несимметричного ограничения на управление. Пред-
полагается, что umin < 0 < umax.

3 Принцип максимума Понтрягина

Опираясь на результаты из [13, 14], делаем вывод, что множество достижимости G(tf ) замкнуто, огра-
ничено и для любой точки на границе выполнено утверждение принципа максимума Понтрягина. За-
пишем соотношения принципа максимума для некоторого допустимого управления u∗(·), ведущего на
границу множества G(tf ). Соответствующее движение системы (1) на интервале [t0, tf ] обозначим через
(x∗(·), y∗(·), ϕ∗(·)). Дифференциальные уравнения сопряженной системы имеют вид

ψ̇1 = 0, ψ̇2 = 0, ψ̇3 = ψ1V sinϕ∗(t)− ψ2V cosϕ∗(t).
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Принцип максимума устанавливает наличие ненулевого решения (ψ∗1(·), ψ∗2(·), ψ∗3(·)) данной системы, для
которого на промежутке [t0, tf ] почти всюду выполнено равенство

ψ∗1(t)V cosϕ∗(t) + ψ∗2(t)V sinϕ∗(t) + ψ∗3(t)u∗(t) = max
u∈[umin,umax]

[ψ∗1(t)V cosϕ∗(t) + ψ∗2(t)V sinϕ∗(t) + ψ∗3(t)u].

По аналогии с [11, 12] отметим следующее. Имеем ψ∗1(t) ≡ const = ψ∗1 и ψ∗2(t) ≡ const = ψ∗2 . Если ψ∗1 = 0
и ψ∗2 = 0, то ψ∗3(t) = const 6= 0, откуда следует u∗(t) ≡ umin, либо u∗(t) ≡ umax. В случае, когда хотя бы
одно из чисел ψ∗1 , ψ∗2 не равно нулю, можно записать соотношение для ψ∗3(t): ψ∗3(t) = ψ∗1y

∗(t)−ψ∗2x∗(t) +C.
Исходя из условия 0 ∈ (umin, umax), принцип максимума будет выполнен для u∗(t) = 0, если ψ∗3(t) = 0,

т.е. при движении по прямой
ψ∗1y − ψ∗2x+ C = 0. (2)

При движении в полуплоскости ψ∗1y − ψ∗2x + C < 0 (> 0) условие максимума выполнено для u∗(t) =
umin (u∗(t) = umax). Очевидно, что управления, ведущие на границу можества достижимости и, соот-
ветственно, удовлетворяющие условию максимума, могут изменять свое значение только на прямой (2),
которую будем называть прямой переключения.

Движение вне прямой переключения представляет собой дугу окружности. Пересечение таких участ-
ков движения с прямой переключения происходит под одинаковым углом, откуда по аналогии с [11, 12]
следует конечность участков постоянства управления. В качестве управления u∗(·), порождающего движе-
ние z∗(·) и удовлетворяющего принципу максимума, берём кусочно-постоянное управление с возможными
значениями umin, 0, umax и конечным числом переключений на промежутке [t0, tf ]. Для определенности
будем считать такое управление кусочно-непрерывным справа. Момент tf не включаем в число моментов
переключения.

Типовые движения системы (1), удовлетворяющие условию максимума, показаны на рис. 2. Условимся
называть циклом участок движения с постоянным управлением u(t) = umin или u(t) = umax, вдоль которого
фазовая переменная ϕ изменяется на ±2π.
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Рис. 2: Траектории принципа максимума и прямая переключения.

Рассмотрев варианты возможного взаимного расположения траектории движения (x∗(·), y∗(·)) и пря-
мой переключения (2) (включая случай, когда они не пересекаются), можно сформулировать следующее
утверждение для движений, ведущих на границу множества достижимости.

Л е м м а 1. Пусть движение z∗(·) порождается кусочно-постоянным управлением u∗(·) и при этом
выполнен принцип максимума. Тогда

а) Точки геометрического положения системы (1) на плоскости x, y в моменты переключения управления
лежат на одной прямой — прямой переключения (2).

б) Если на движении z∗(·) нет участков с нулевым управлением и нет циклов, то время ∆tmin между
соседними моментами переключения на всех участках движения с управлением umin является одинаковым.
Аналогично, для управления umax время между соседними переключениями постоянно (обозначим его
∆tmax). Справедливо соотношение ∆tmin·umin + ∆tmax·umax = 0.

в) Если на движении z∗(·) нет участков с нулевым управлением и есть хотя бы один цикл, то все точки
геометрического положения в моменты переключения совпадают.
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г) Если на движении z∗(·) есть совпадающие точки геометрического положения в моменты переключе-
ния, то на этом движении имеется хотя бы один цикл.

д) Если на движении z∗(·) есть участок с нулевым управлением, то любой участок постоянства управ-
ления со значением umin или umax, не лежащий на краю, представляет собой один или несколько подряд
идущих циклов.

4 Свойства движений, удовлетворяющих принципу максимума
Из записанных выше соотношений принципа максимума Понтрягина нельзя напрямую сделать заклю-

чение о числе переключений управления при формировании границы множества достижимости. Для этого
потребуется вывод ряда свойств, определяющих длительность последовательно идущих участков управле-
ния при выполнении условий принципа максимума.

Будем рассматривать кусочно-постоянные управления u(·) со значениями umin, 0, umax. Исходя из прин-
ципа максимума, таких управлений достаточно для построения границы множества достижимости. Усло-
вимся обозначать символом ∂ границу множества, а символом int — внутренность. Ниже в леммах 2 и 3
рассматриваются движения без участков с нулевым управлением. Лемма 4 посвящена случаю с участком
нулевого управления. В Лемме 5 оговаривается ситуация, при которой количество переключений может
быть снижено.

Л е м м а 2. Пусть движение z(·) на промежутке [t0, tf ] порождается кусочно-постоянным управлени-
ем u(·) с двумя моментами переключения t1, t2, причем u(t) 6= 0 на каждом участке постоянства. Зна-
чения u(t) на трех последовательных участках обозначим u1, u2, u3 соответственно. Предположим, что
точки геометрического положения на плоскости x, y в моменты переключения не совпадают. Тогда если
(t1 − t0) + (tf − t2) > (t1 − t2)·u2/u1, то z(tf ) ∈ intG(tf ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через (x1, y1), (x2, y2) точки геометрического положения в моменты
переключения t1, t2 (по условию леммы (x1, y1) 6= (x2, y2)). Длительность трех участков с постоянным
управлением составляет ∆t1 = t1− t0, ∆t2 = t2− t1, ∆t3 = tf − t2. Приращение угла на соответствующих
участках равно ∆ϕ1 = ∆t1 · u1, ∆ϕ2 = ∆t2 · u2 и ∆ϕ3 = ∆t3 · u3. Из условия u(t) 6= 0 делаем вывод, что
управления u1, u2, u3 могут последовательно принимать только два варианта значений: {umin, umax, umin}
или {umax, umin, umax}. Следовательно, u1 = u3.

Предположим от противного, что z(tf ) ∈ ∂G(tf ). Тогда управление u(·) удовлетворяет принципу мак-
симума. Поскольку точки (x1, y1), (x2, y2) не совпадают, то, опираясь на утверждение в) из Леммы 1,
движение z(·) на промежутке [t0, tf ] не имеет циклов.

Рассмотрим вспомогательное движение z̃(·) = (x̃(·), ỹ(·), ϕ̃(·)) на промежутке [t0, tf ], порождаемое
кусочно-постоянным управлением ũ(·) с четырьмя моментами переключения t̃1, t̃2, t̃3, t̃4 и с соответству-
ющими значениями ũ1 = u1, ũ2 = u2, ũ3 = u1, ũ4 = u2, ũ5 = u1 на участках постоянства управления.
Моменты переключения управления ũ(·) запишем следующим образом:

t̃1 = t1 + ∆t1 · (∆ϕ2/(∆ϕ1 + ∆ϕ3)),

t̃2 = t̃1 −∆t3 · (∆ϕ2/(∆ϕ1 + ∆ϕ3)),

t̃3 = t̃2 + ∆t2,

t̃4 = t2 + t̃2 − t̃1.

Из оговоренного в формулировке леммы неравенства следует, что t0 < t̃1 < t̃2 < t̃3 < t̃4 < tf . Стало
быть, управление ũ(·) является допустимым. Непосредственно интегрируя систему (1) с управлением ũ(·),
можно убедиться в том, что вспомогательное и исходное движения приходят в одну и ту же фазовую
точку, т.е. z(tf ) = z̃(tf ). Фактически следует проделать выкладки, аналогичные тем, что были сделаны
в работе [11, 12] на стр. 11–12, где рассматривался симметричный случай с u1 = −1, u2 = 1, u3 = −1.
Таким образом, условие леммы позволяет построить вспомогательное движение, пример которого показан
на рис. 3.

Из принятого предположения z(tf ) = z̃(tf ) ∈ ∂G(tf ) следует, что для вспомогательного управления
ũ(·) должны быть выполнены утверждения Леммы 1. Однако, записав соотношение б) для моментов пе-
реключения t̃1, t̃2, t̃3, нетрудно убедиться, что оно нарушается, поскольку (x1, y1) 6= (x2, y2). Пришли к
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Рис. 3: Пример вспомогательной траектории.

противоречию. (В силу Леммы 1 положения системы (1) в моменты переключения должны лежать на
одной прямой. На рис. 3 видно, что это условие также нарушается.) Лемма доказана.

П р и м е ч а н и е. Условие Леммы 2 может быть записано в эквивалентном виде (∆ϕ1+∆ϕ3)/∆ϕ2 < −1.

Л е м м а 3. Пусть движение z(·) на промежутке [t0, tf ] порождается кусочно-постоянным управлением
u(·) с тремя моментами переключения, причем u(t) 6= 0 на каждом участке постоянства. Тогда z(tf ) ∈
intG(tf ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Моменты переключения обозначим t1, t2, t3. Для данных моментов времени
рассмотрим точки геометрического положения системы (1): (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3). Управление u(·) на
первом и втором участках постоянства обозначим u1 и u2. На третьем и четвертом участках управление
также принимает значения u1 и u2 соответственно. По аналогии с доказательством Леммы 2 введем углы
поворота на последовательно рассматриваемых участках постоянства управления: ∆ϕ1 = ∆t1 ·u1, ∆ϕ2 =
∆t2 · u2, ∆ϕ3 = ∆t3 · u1 и ∆ϕ4 = ∆t4 · u2.

Предположим от противного, что z(tf ) ∈ ∂G(tf ).
1) Будем считать вначале, что среди точек (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) нет совпадающих. Тогда, в силу

Леммы 2, справедливы соотношения

(∆ϕ1 + ∆ϕ3)/∆ϕ2>− 1, (∆ϕ2 + ∆ϕ4)/∆ϕ3>− 1.

Поскольку значения ∆ϕ1, ∆ϕ3 имеют одинаковый знак и не равны нулю, то из первого соотношения
получаем ∆ϕ3/∆ϕ2 > −1. Аналогично, из второго соотношения получаем неравенство ∆ϕ2/∆ϕ3 > −1,
противоречащее первому.

2) Пусть среди точек (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) есть совпадающие. Тогда в силу Леммы 1 на движении z(·)
есть хотя бы один цикл и точки (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) совпадают. Рассмотрим вспомогательное движение
z̃(·) с измененными относительно исходного движения моментами переключения: t̃1 = t1−∆t̃, t̃2 = t2−∆t̃,
t̃3 = t3, где ∆t̃ = min{∆t1/2;π/|u1|}. Нетрудно убедиться, что z(tf ) = z̃(tf ). В то же время, используя
выражение для ∆t̃, получаем (x1, y1) = (x2, y2) 6= (x3, y3). Пришли к противоречию.

Лемма доказана.
Л е м м а 4. Пусть движение z(·) на промежутке [t0, tf ] порождается кусочно-постоянным управлением

u(·) со значениями u1, u2, u3 и двумя моментами переключения t1, t2. При этом (u1, u2, u3) = (umin, umax, 0)
или (u1, u2, u3) = (umax, umin, 0). Тогда z(tf ) ∈ intG(tf ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим от противного, что z(tf ) ∈ ∂G(tf ). В силу Леммы 1 движение z(·)
на промежутке [t1, t2] представляет собой один или несколько подряд идущих циклов ((x1, y1) = (x2, y2)).
Возьмем вспомогательное движение z̃(·) с тремя моментами переключения, указанными в лемме 3, и управ-
лениями ũ1 = u1, ũ2 = u2, ũ3 = u1, ũ4 = u3. Здесь также получаем z̃(tf ) = z(tf ). В то же время приращение
угла на третьем участке вспомогательного движения строго меньше 2π, что противоречит Лемме 1 при
наличии участка с нулевым движением. Таким образом, z(tf ) ∈ intG(tf ).

Лемма доказана.
П р и м е ч а н и е. Лемма 4 справедлива и для случаев, когда (u1, u2, u3) = (0, umin, umax) и (u1, u2, u3) =

(0, umax, umin).
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Л е м м а 5. Пусть движение z(·) на промежутке [t0, tf ] порождается кусочно-постоянным управлением
u(·) со значениями u1, u2, u3 и двумя моментами переключения t1, t2. Предположим, что (u1, u2, u3) =
(0, umin, 0), либо (u1, u2, u3) = (0, umax, 0). Если при этом выполнено условие максимума, то в конечную
точку z(tf ) соответствующего движения можно перевестись при помощи кусочно-постоянного управления
с одним переключением, снизив тем самым количество переключений на единицу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу Леммы 1 движение z(·) на промежутке [t1, t2] представляет собой
один или несколько подряд идущих циклов ((x1, y1) = (x2, y2)). Рассмотрим новое движение z̃(·) с одним
моментом переключения t̃1 = t2 − (t1 − t0) и управлением ũ1 = u2 на первом участке и ũ2 = 0 на втором.
Имеем z̃(tf ) = z(tf ). Новое движение приходит в момент tf в ту же точку, но имеет на одно переключение
меньше.

Лемма доказана.
Сформулируем основное утверждение.

Т е о р е м а. В каждую точку границы множества достижимости системы (1) можно перейти при
помощи кусочно-постоянного управления с не более чем двумя переключениями. При этом в случае двух
переключений можно ограничиться шестью вариантами последовательности управлений:

1) umin, 0, umin; 2) umin, 0, umax; 3) umax, 0, umin;
4) umax, 0, umax; 5) umin, umax, umin; 6) umax, umin, umax.

(3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим от противного, что на границе множества достижимости
G(tf ) есть точка z(tf ), перевод в которую возможен лишь при помощи управления с тремя или более пере-
ключениями. Если таких управляющих функций несколько, то возьмем управление с наименьшим числом
переключений. Обозначим выбранное управление через u(·), а порождаемое им движение – через z(·). Рас-
смотрим движение z(·) на промежутке [t0, tf ] с четырьмя последними участками постоянства управления
со значениями u1, u2, u3, u4. В силу Лемм 3 и 4 среди данных управлений два имеют нулевое значение
и при этом они не лежат на краях одновременно. Получаем в результате два возможных варианта: либо
u1 = 0, u2 6= 0, u3 = 0, u4 6= 0, либо u1 6= 0, u2 = 0, u3 6= 0, u4 = 0. В обоих случаях количество переключе-
ний может быть снижено на единицу (Лемма 5), что противоречит сделанному предположению о выборе
управления u(·) с наименьшим числом переключений.

Таким образом, в любую точку на границе множества достижимости G(tf ) можно перейти при помощи
кусочно-постоянного управления с не более чем двумя переключениями. Что касается возможных вари-
антов последовательности управлений, кроме указанных в формулировке теоремы вариантов управлений
с двумя переключениями, логически возможны еще шесть вариантов:

7) 0, umin, umax; 8) 0, umax, umin; 9) umin, umax, 0; 10) umax, umin, 0;
11) 0, umin, 0; 12) 0, umax, 0.

Управления вида 7−10 не могут приводить на границу множества достижимости в силу Леммы 4. Для
вариантов 11 и 12 число переключений может быть снижено на единицу в силу Леммы 5.

Теорема доказана.

5 Численные построения
Доказанное в работе утверждение позволяет построить границу ∂G(tf ) с помощью шести участков

поверхности, каждый из которых является двупараметрическим семейством точек z(tf ) для указанных
в теореме вариантов управлений с моментами переключения t1 и t2. При этом для вариантов 5) и 6)
необходимо дополнительно учесть условия Леммы 2, т.е. рассматривать только те движения, для которых
выполнено условие (t1 − t0) + (tf − t2) 6 (t1 − t2)·u2/u1.

В силу стационарности системы (1) берем начальный момент времени t0 = 0. Специфика системы (1)
такова, что начальное состояние z0 влияет на множество достижимости лишь с точностью до поворота и
переноса.

Пример численного построения границы множества G(tf ) для tf = 6π, umin = −0.25, umax = 1.0 по-
казан на рис. 4. Здесь граница множества достижимости состоит из шести участков. Значения кусочно-
постоянного управления, ведущего на каждый из них, указаны при помощи выносок.

Разработана программа подготовки множеств достижимости для печати на 3d-принтере [15]. Образец
напечатанного множества для tf = 5π, umin = −0.25, umax = 1.0 показан на рис. 5.

84



 

 
 

π6=ft  

4) -0.25, 0, -0.25 2) -0.25, 0, 1 

3) 1, 0, -0.25 

6) -0.25, 1, -0.25 

5) 1, -0.25, 1 

1) 1, 0, 1 

Рис. 4: Множество достижимости для несимметричных ограничений на управление.

 

Рис. 5: Образец несимметричного множества достижимости, напечатанный на 3d-принтере.
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Reachable set for the Dubins car under asymmetric constraint on
control
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Keywords: Dubins Car, reachable set, asymmetric constraints of turning radius.

For a control system of the third order, a reachable set at the instant is investigated. Such a system is often
called the Dubins Car. An object moves in the plane with linear velocity constant and with asymmetric bounds
onto the right and left turns. A statement is proved on the number and character of the control switches that
leads onto the boundary of the reachable set. Results are shown for numerical constructing the reachable sets.
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