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Машина Дубинса с ограничением

на управление в Lp при p∈(1, 2]: построение
двумерного множества достижимости

В.С. Пацко, Г. И. Трубников, А.А. Федотов

Екатеринбург, Институт математики и механики
им. Н.Н. Красовского

e-mail: patsko@imm.uran.ru

В математической теории управления широко известной яв-
ляется нелинейная кинематическая модель Дубинса движения
точечного объекта на плоскости. Две координаты задают положе-
ние объекта, третья координата определяет угол наклона вектора
скорости. Величина скорости предполагается постоянной и пола-
гается равной 1. Дифференциальные уравнения движения имеют
вид

ẋ = cosϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u. (1)

Начальный момент t0 и начальное фазовое состояние(
x(t0), y(t0), ϕ(t0)

)
T

считаем нулевыми. Если управление u(t) на
рассматриваемом промежутке [0, tf ] стеснено условием |u(t)| ≤ ν,
такое ограничение называется геометрическим. Для него извест-
но [1] описание двумерного множества достижимости G на плос-
кости x, y в фиксированный момент окончания tf . Представляет
также интерес построение множества достижимости при инте-
гральном ограничении

∫ tf

0
|u(t)|pdt≤µ, p∈ (1,∞), µ > 0.

118



В случае p = 2 аналитика построения описана в [2]. Исполь-
зуются принцип максимума Понтрягина (ПМП) из [3] с соответ-
ствующим условием трансверсальности, а также эллиптические
функции Якоби. Движения, ведущие на границу множества G,
являются эластиками Эйлера (как и в задаче минимизации квад-
ратичного интегрального функционала [4]).

Если p 6=2, то опираемся на ПМП [3], однако пропадает воз-
можность использования стандартных эллиптических функций
Якоби. В последнее время разрабатывается теория p-эллиптичес-
ких функций [5]. Возможно, что ее можно будет использовать для
аналитического описания границы ∂G множества G.

Цель работы — численное построение границы множества
достижимости для случая p ∈ (1, 2]. Такой случай отличает-
ся [1, 4] от случая p ∈ (2,∞). Его исследование позволит в
дальнейшем перейти к пределу при p→1 и рассмотреть прин-
ципиально важный случай p = 1.
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Рис. 1: Множества достижимости для tf = 1, µ = 2.5 и p = 2, 1.4, 1.2, 1.1

Известно [3], что любое управление, ведущее на ∂G, являет-
ся непрерывным. С учетом специфики системы (1) показываем,
что оно изменяет знак не более одного раза. Такое свойство (уточ-
няющее ПМП) кладем в основу построения кривой грубых необ-
ходимых условий, из точек которой только и может набираться
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∂G. В силу симметрии множества G относительно оси x имеем
две кривые B∗ и B∗. Построив их, удаляем точки на B∗ с отри-
цательной (соответственно, на B∗ с положительной) координатой
по оси y. Оставшиеся дуги составляют границу множества G.
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Рис. 2: Неодносвязное множество достижимости при tf =1, µ=10, p=1.5

На рис. 1 показаны множества достижимости для tf = 1,
µ = 2.5 и p = 2, 1.4, 1.2, 1.1. Очевидно, что каждое множество G
лежит в круге радиусом tf = 1. Граница ∂G при p = 2 изображена
черной сплошной линией, а само множество G выделено заливкой.
Пунктиром отмечены дуги кривых B∗ и B∗, лежащие во внутрен-
ности множества G. При p = 2 построения делаются с использова-
нием эллиптических функций Якоби. Они выполняются быстро и
с хорошей точностью. Для p < 2 построения целиком численные
и реализуются в пакете Wolfram. Показаны кривые B∗. Их участ-
ки, асимптотически примыкающие к окружности радиусом 1, в
силу требуемой “деликатности” счета, не просчитывались. Не по-
казаны также в силу симметрии кривые B∗. Для p = 1.1 отмечено
несколько движений (p-эластик), ведущих на кривую B∗ грубых
необходимых условий.

Рис. 2 сделан для случая tf = 1, µ = 10. Изображено мно-
жество G при p = 2 и фрагмент множества G при p = 1.5. Дуги
кривых B∗ и B∗, лежащие во внутренности соответствующих мно-
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жеств G, отмечены пунктиром. Множество G при p = 1.5 (фраг-
мент выделен заливкой) не является односвязным. Участки кри-
вых B∗ и B∗ для этого множества, асимптотически примыкающие
к окружности радиусом 1, не показаны.
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Нестационарная линейная задача
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В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференци-
альная игра Γ(n + 1) n + 1 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и
убегающий E. Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = f(t)y + v, y(t0) = y0, v ∈ V. (1)

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

ẋi = f(t)xi + aθiui, xi(t0) = x0i , ui ∈ Ui. (2)
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