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Ìàøèíà Äóáèíñà: äâóìåðíîå ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè ïðè êîìáèíèðîâàííîì

îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå

Â.Ñ. Ïàöêî, Ã.È. Òðóáíèêîâ, À.À. Ôåäîòîâ

Åêàòåðèíáóðã, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

èì. Í.Í.Êðàñîâñêîãî

e-mail: patsko@imm.uran.ru

Àííîòàöèÿ: Êèíåìàòèêà ìàøèíû Äóáèíñà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðå-
øåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðàâ-
ëåíèå (óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîâîðîòà) ñòåñíåíî ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíè-
åì. Â äàííîé ðàáîòå ñ÷èòàåì, ÷òî íà óïðàâëåíèå, ïîìèìî ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî, íàëîæåíî èíòåãðàëüíîå êâàäðàòè÷íîå îãðàíè÷åíèå. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ïîñòðîåíèå äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè (â ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ) ïðè òàêîì êîìáèíèðîâàííîì îãðàíè÷åíèè. Èññëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ
íà ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò äâèæåíèÿ,
âåäóùèå íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñà-
íèå ãðàíèöû ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè õîðîøî èçâåñòíî. Îíî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îáû÷íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðè
èíòåãðàëüíîì êâàäðàòè÷íîì îãðàíè÷åíèè äâèæåíèÿ, âåäóùèå íà ãðàíè-
öó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ÿâëÿþòñÿ ýëàñòèêàìè Ýéëåðà è ïîýòîìó
äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàíèöû òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ýëëèï-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè. Â êîìáèíèðîâàííîì ñëó÷àå âñåãäà íåêîòîðàÿ
÷àñòü ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ó÷àñòêîì ãðàíèöû ìíîæåñòâà äî-
ñòèæèìîñòè òîëüêî ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè. Ñëîæíîñòü ñîñòîèò
â îïèñàíèè îñòàëüíûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû. Ýòîìó è ïîñâÿùåíà ðàáîòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàøèíà Äóáèíñà, ãåîìåòðè÷åñêîå è èíòåãðàëüíîå
îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, äâóìåðíîå
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, ýëàñòèêè Ýéëåðà, ñòðóêòóðà ýêñòðåìàëüíûõ
òðàåêòîðèé, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

1. Ìàøèíîé Äóáèíñà íàçûâàåì òî÷å÷íûé îáúåêò, êèíåìàòèêà êîòîðîãî
çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ẋ = cosφ, ẏ = sinφ, φ̇ = u. (1)

Çäåñü u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå, ñòåñíåííîå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì. Íà-

÷àëüíûé ìîìåíò t0 è íà÷àëüíîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå
(
x(t0), y(t0), φ(t0)

)T
ñ÷èòàåì íóëåâûìè. Äâóìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò tf > 0

åñòü ñîâîêóïíîñòü
⋃

u(·)
(
x(tf ), y(tf )

)T
âñåõ ñîñòîÿíèé íà ïëîñêîñòè x, y,

êàæäîå èç êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ â ìîìåíò tf ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî äî-
ïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(·). Ïîä äîïóñòèìûì ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì
u(·) ïîíèìàåì ôóíêöèþ t→u(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ íàëîæåííûì ïî ïî-
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ñòàíîâêå çàäà÷è îãðàíè÷åíèÿì. Ïóñòü a0(tf ) � òî÷êà íà ãðàíèöå ìíîæå-
ñòâà äîñòèæèìîñòè, ïîðîæäàåìàÿ óïðàâëåíèåì u(t)≡0.

Îáîçíà÷åíèå G(tf , ν) áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè â ñëó÷àå �ãåîìåòðè÷åñêîãî� îãðàíè÷åíèÿ |u(t)| ≤ ν, t ∈ [0, tf ]. Ïðè

èíòåãðàëüíîì êâàäðàòè÷íîì îãðàíè÷åíèè
∫ tf
0
u2(t)dt ≤ µ èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèå G(tf , µ). Ñèìâîë G(tf , µ, ν) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî äî-
ñòèæèìîñòè ïðè íàëè÷èè äâîéíîãî (êîìáèíèðîâàííîãî) îãðàíè÷åíèÿ: ãåî-
ìåòðè÷åñêîå + èíòåãðàëüíîå êâàäðàòè÷íîå.

Øèðîêî èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå [2] ìíîæåñòâà G(tf , ν). Ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ) ðàññìàòðèâàëîñü â ñòà-
òüå [4]. Öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæè-
ìîñòè G(tf , µ, ν). Îïèðàåìñÿ íà ðåçóëüòàòû ñòàòüè [3], ñâÿçàííûå ñ ýêñòðå-
ìàëüíûìè äâèæåíèÿìè, âåäóùèìè íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïðè äâîéíîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëå-
íèå.

2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðåâîäà íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïóñòü
u∗(·) � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, âåäóùåå â íåêîòîðóþ òî÷êó íà ãðàíèöå
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè G(tf , µ, ν). Ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæåíèå îáîçíà-
÷èì

(
x∗(t), y∗(t), φ∗(t)

)T
, t ∈ [0, tf ]. Ñîïðÿæåííàÿ ê (1) ñèñòåìà çàïèñûâà-

åòñÿ [3] ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé

ψ̇1 = 0, ψ̇2 = 0, ψ̇3 = ψ1 sinφ
∗(t)− ψ2 cosφ

∗(t). (2)

Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è èìååò âèä ψ3(tf ) = 0.

à) Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè òî÷êà
(
x∗(t), y∗(t)

)T
ïðèíàäëåæèò îä-

íîâðåìåííî ãðàíèöå ìíîæåñòâà G(tf , ν), òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå(
ψ∗
1(t), ψ

∗
2(t), ψ

∗
3(t)

)T
ñèñòåìû (2) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå

ìàêñèìóìà:
max
|v| ≤ ν

{ψ∗
3(t)v} = ψ∗

3(t)u
∗(t), t ∈ [0, t1].

Èç ðàáîòû [2] ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå, âåäóùåå íà ãðà-
íèöó ìíîæåñòâà G(tf , ν), ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì è èìååò íà (0, tf )
íå áîëåå îäíîãî ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ. Âîçìîæíû ëèøü âàðèàíòû ïåðå-
êëþ÷åíèÿ ñ u = ν íà u = 0 (ñèììåòðè÷íî ñ u = −ν íà u = 0) è ñ u = ν íà
u = −ν (ñèììåòðè÷íî ñ u = −ν íà u = ν).

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà
(
x∗(t), y∗(t)

)T
ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî

ãðàíèöå ∂G(tf , µ) ìíîæåñòâà G(tf , µ) è íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé a0(tf ). Òîãäà
óñëîâèå ìàêñèìóìà ïðèíèìàåò âèä

max
v

{
ψ∗
3(t)v − v2

}
= ψ∗

3(t)u
∗(t)− (u∗(t))

2
.
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Ïîýòîìó u∗(t) = ψ∗
3(t)/2, è ôóíêöèÿ t→ u∗(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà(
x∗(tf ), y

∗(tf )
)T ∈ ∂G(tf , µ, ν),(

x∗(tf ), y
∗(tf )

)T ∈
(
∂G(tf , ν)

⋂
∂G(tf , µ)

)
\{a0(tf )}.

â) Ïóñòü òåïåðü
(
x∗(tf ), y

∗(tf )
)T ∈ ∂G(tf , µ, ν)\

(
∂G(tf , ν)

⋃
∂G(tf , µ)

)
.

Òîãäà óñëîâèå ìàêñèìóìà çàïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

max
|v|≤ν

{
ψ∗
3(t)v − v2

}
= ψ∗

3(t)u
∗(t)− (u∗(t))

2
.

Îòñþäà

u∗(t) =

{
ψ∗
3(t)/2, |ψ∗

3(t)/2| ≤ ν ,

νsignψ∗
3(t), |ψ∗

3(t)/2| > ν .
(3)

Ñëó÷àé â) ïîÿñíÿåòñÿ íà ðèñ. 1. Çäåñü èçîáðàæåíî äâèæåíèå, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ (3). Óïðàâëåíèå u∗(·) èçìåíÿåò çíàê íà íåêîòîðîé
ïðÿìîé ïåðåêëþ÷åíèÿ (ÏÏ). Íà ýòîé ïðÿìîé ψ∗

3 = 0. Ïî îäíó ñòîðîíó
îò ÏÏ èìååì ψ∗

3 < 0 (ñîîòâåòñòâåííî, ðåàëèçóåòñÿ ýêñòðåìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå u∗ < 0), ïî äðóãóþ ñòîðîíó ïîëó÷àåì ψ∗

3 > 0 (çíà÷åíèå u∗ > 0).
Â ñèëó óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè äâèæåíèå â ìîìåíò tf íàõîäèòñÿ íà
ÏÏ. Íà íåêîòîðîé ïðÿìîé S(−), ïàðàëëåëüíîé ÏÏ, èìååì u∗ = −ν è íà
ñèììåòðè÷íîé ïðÿìîé S(+) ïîëó÷àåì u∗ = ν. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëîñå S
ìåæäó ïðÿìûìè S(−) è S(+) ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå u∗ ∈ [−ν, ν]. Ó÷àñò-
êè ýêñòðåìàëüíîãî äâèæåíèÿ â S ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè íåêîòîðûõ ýëàñòèê
Ýéëåðà [1, 5]. Âíå ïîëîñû S ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå |u∗| = ν.

Òðàåêòîðèÿ ýêñòðåìàëüíîãî äâèæåíèÿ íà ðèñ. 1 ïåðåñåêàåò ÏÏ íåñêîëü-
êî ðàç. Ñîîòâåòñòâåííî, ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå èçìåíÿåò çíàê íåñêîëü-
êî ðàç. Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî åñëè ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå âåäåò íà
ãðàíèöó ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν), òî ÷èñëî ìîìåíòîâ ñìåíû çíàêà óïðàâëå-
íèÿ íà èíòåðâàëå (0, tf ) íå áîëåå îäíîãî. Òàêîé æå ôàêò óñòàíîâëåí äëÿ
ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà G(tf , µ).

3. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ýêñòðå-
ìàëüíûõ äâèæåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ìû
óêàçûâàåì ñïîñîá ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàíèöû êàæäîãî èç ìíî-
æåñòâ G(tf , ν), G(tf , µ) è G(tf , µ, ν). Íàõîæäåíèå ãðàíèöû íà÷èíàåòñÿ ñ
òî÷êè a0(tf ) = (tf , 0)

T. Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν) âñå-
ãäà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ó÷àñòîê áåðåòñÿ ñ ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , ν)
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Ðèñ. 1. Ýêñòðåìàëüíîå äâèæåíèå ïðè êîìáèíèðîâàííîì óïðàâëåíèè

äî òåõ ïîð, ïîêà èíòåãðàëüíûé ðàñõîä óïðàâëåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ â ñî-
îòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , ν) íå ïðåâûñèò ÷èñëà µ.
Òàêóþ òî÷êó îáîçíà÷àåì ÷åðåç a(1).

Íà ðèñ. 2 äëÿ tf = 1, µ = 18, ν = 5 çàëèâêîé èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî
G(tf , µ, ν). Ïîêàçàíû òàêæå ãðàíèöû ìíîæåñòâ G(tf , µ) è G(tf , ν). Âèä-
íî, ÷òî îòëè÷èå ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν) îò ïåðåñå÷åíèÿ G(tf , µ)

⋂
G(tf , ν)

íåáîëüøîå, íî îíî åñòü.
Ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν), G(tf , µ) è G(tf , ν) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

îñè x. Âåðõíèé ó÷àñòîê ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , ν) îò òî÷êè a0(tf ) äî
òî÷êè a(1) ÿâëÿåòñÿ ó÷àñòêîì ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν). Ïîñëå òî÷êè
a(1) äî òî÷êè a(2) íà îñè x ëèíèÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν) ïðîõî-
äèò âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâ G(tf , µ), G(tf , ν) è íàáèðàåòñÿ èç êîíöîâ
ýêñòðåìàëüíûõ äâèæåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîðîæäàåòñÿ íåïðåðûâíûì
óïðàâëåíèåì è èìååò íå áîëåå îäíîãî ìîìåíòà ñìåíû çíàêà óïðàâëåíèÿ
ñ u > 0 (ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) íà u < 0 (ïîâîðîò ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå). Ëþáîå òàêîå äâèæåíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç îäíîãî èëè äâóõ
ïðîìåæóòêîâ, ãäå |u(t)| = ν (äâèæåíèå âíå ïîëîñû S) è îäíîãî èëè äâóõ
ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ |u(t)| < ν (äâèæåíèå â ïîëîñå S). Â ïåðâîì ñëó-
÷àå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî äóãå íåêîòîðîé îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 1/ν
èëè ïî äâóì òàêèì äóãàì. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ äóãà íåêîòîðîé
ýëàñòèêè Ýéëåðà èëè äâå äóãè íåêîòîðûõ äâóõ ýëàñòèê.

Òðè äâèæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 íà íèæíåì ôðàãìåíòå. Ó÷àñòêè äâè-
æåíèé ïðè |u(t)| = ν èçîáðàæåíû ïóíêòèðîì, ó÷àñòêè ïðè |u(t)| < ν �
òî÷å÷íîé ëèíèåé.
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Ðèñ. 2. Ñëó÷àé tf = 1, µ = 18, ν = 5. ×àñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν)
ñîâïàäàåò ñ ó÷àñòêîì ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , ν). Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ãðà-
íèöû ôîðìèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè êîìáèíèðîâàííûõ óïðàâëåíèé
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