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Íåîäíîñâÿçíîñòü äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè ìàøèíû Äóáèíñà ïðè

äâîéíîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå

�.È. Òðóáíèêîâ

Åêàòåðèíáóðã,Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì.Á.Í. Åëüöèíà,

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî

e-mail: jora_it�mail.ru

Àííîòàöèÿ: �àññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòè-

æèìîñòè ìàøèíû Äóáèíñà ïðè îäíîâðåìåííîì äåéñòâèè ãåîìåòðè÷åñêîãî

îãðàíè÷åíèÿ íà ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ è èíòåãðàëüíîãî êâàä-

ðàòè÷íîãî îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå â öåëîì. Óïðàâëåíèÿ, âåäóùèå íà

ãðàíèöó ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Îäíàêî òàêîå ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì. Îïèðà-

ÿñü íà ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ñïåöè�èêó êèíåìàòèêè ìàøèíû Äóáèíñà,

ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ãðóáûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïîïàäàíèÿ íà ãðàíèöó.

Îíè ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî ïîñòðîèòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ,

ñîäåðæàùóþ âñå òî÷êè ãðàíèöû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ êðèâàÿ è ñî-

ñòàâëÿåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íà íåé åñòü

òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Òàêèå

òî÷êè èñêëþ÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé,

êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ñ ïðåäûäóùèìè óæå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè.

Êðèâàÿ ãðóáûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äàåò îáúÿñíåíèå ïîÿâëåíèþ íåîä-

íîñâÿçíîñòè äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð,

êîãäà ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè îòäåëüíî ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì è îòäåëü-

íî ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì, îäíàêî ïðè èõ

ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ñâîéñòâî îäíîñâÿçíîñòè òåðÿåòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàøèíà Äóáèíñà, ãåîìåòðè÷åñêîå è èíòåãðàëüíîå

îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå, äâóìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðåâîäà íà ãðàíèöó,

ýëàñòèêè Ýéëåðà, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïîòåðÿ îäíîñâÿçíîñòè ìíî-

æåñòâà äîñòèæèìîñòè.

1. Ñòàòüÿ ïðèìûêàåò ê ðàáîòå [1℄ â ýòîì ñáîðíèêå. �àññìàòðèâàåòñÿ

ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè G(tf , µ, ν) ìàøèíû Äóáèíñà â �èêñèðîâàííûé

ìîìåíò âðåìåíè tf íà ïëîñêîñòè x, y ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Â öåëîì

�àçîâûé âåêòîð òðåõìåðíûé, åãî èçìåíåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿì

ẋ = 
osϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u. (1)

Ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå u(t) çàäàåò ìãíîâåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü è ñòåñ-

íåíî äâîéíûì îãðàíè÷åíèåì

|u(t)|≤ν, t ∈ [0, tf ];

∫ tf

0

u
2(t)dt ≤ µ. (2)
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Ñëó÷àé, êîãäà èìååò ìåñòî òîëüêî îãðàíè÷åíèå íà ìãíîâåííûå çíà÷å-

íèÿ u(t) (ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå), ðàññìîòðåí â [2℄ è øèðîêî èñïîëü-
çóåòñÿ â ìîäåëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Êâàäðàòè÷íîå èíòåãðàëüíîå

îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèçóåò çàïàñ �ýíåðãåòè÷åñêîãî� ðåñóðñà. Ïîñòðîåíèå

äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè íàëè÷èè òîëüêî èíòåãðàëüíî-

ãî îãðàíè÷åíèÿ îïèñàíî â [2℄. Äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñ îäèíî÷íûìè

îãðàíè÷åíèÿìè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ G(tf , ν) è G(tf , µ). Íà÷àëüíûé ìîìåíò

t0 è íà÷àëüíîå �àçîâîå ñîñòîÿíèå

(

x(t0), y(t0), ϕ(t0)
)

T

ïîëàãàåì ðàâíûìè

íóëþ. Èç âèäà ñèñòåìû (1) è îãðàíè÷åíèé (2) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ìíî-

æåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè x.

Î÷åâèäíî, ÷òî G(tf , µ, ν) ⊂ G(tf , µ) ∩ G(tf , ν).
Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ G(tf , ν) è G(tf , µ) òåðÿåò îäíîñâÿç-

íîñòü â ìàëîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ tf , ν è, ñîîòâåòñòâåííî, tf , µ. Öåëü

ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ïðè äâîéíîì îãðàíè-

÷åíèè òàêæå ìîæåò áûòü íåîäíîñâÿçíûì.

2. Ââåäåì ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé êðèâîé ãðóáûõ íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé, òî÷êàì êîòîðîé ïðèíàäëåæèò âåðõíÿÿ (ïðè y≥ 0) ïîëîâèíà ãðàíè-

öû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè G(tf , ν). Îïèðàåìñÿ íà èçâåñòíûå �àêòû [2℄

î ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâàõ ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , ν). Äëÿ íàõîæäåíèÿ

âåðõíåé ÷àñòè ∂G(tf , ν) âíà÷àëå èç òî÷êè a
0(tf ) = (tf , 0)

T

ñòðîèì êðè-

âóþ F
(+)

. Îíà çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì t⋄ ∈ [0, tf ]. Êàæäîìó çíà÷åíèþ t⋄

ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå ñèñòåìû (1) ïðè u(t) = ν íà [0, t⋄] è u(t) = 0 íà

(t⋄, tf ]. Êîí÷èêè äâèæåíèé ñîñòàâëÿþò êðèâóþ F
(+)

íà ïëîñêîñòè x, y.

Ïîñëåäíþþ òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ t⋄ = tf , îáîçíà÷èì ñèì-

âîëîì b. Êðèâóþ F
(+)

ïðîäîëæàåì êðèâîé F
(−,+)

. Âíîâü èñïîëüçóåì

ïàðàìåòð t⋄: íà [0, t⋄] äåéñòâóåò óïðàâëåíèå u(t) = −ν è íà (t⋄, tf ] �
óïðàâëåíèå u(t) = ν. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäóþ òî÷êó ñêëååííîé êðèâîé

B∗ = F
(+) ∪ F

(−,+)
âåäåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå ñ íå áîëåå ÷åì

îäíèì ìîìåíòîì ïåðåêëþ÷åíèÿ íà (0, tf).
Ïîñòðîåíèå êðèâîé B∗

îáðûâàåì â ïåðâîé (ïî õîäó íàáîðà) òî÷êå,

äëÿ êîòîðîé íà äâèæåíèè, âåäóùåì â íåå, âîçíèêàåò ñàìîïåðåñå÷åíèå (â

äàííîì ñëó÷àå öèêëè÷åñêîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè). Âòîðîé êðèòåðèé

îñòàíîâêè: ïîñòðîåíèå äîâåäåíî äî êðèâîé F
(−,+)

, íî ïðè âû÷èñëåíèè

åå î÷åðåäíîé òî÷êè âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà óãîë ϕ, ïîëó÷àåìûé íà

ïåðâîì ó÷àñòêå ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ, ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ïî ìîäóëþ

ïîëîâèíå óãëà, íàêàïëèâàåìîãî íà âòîðîì ó÷àñòêå. Â óêàçàííûõ ñëó÷à-

ÿõ ñîîòâåòñòâóþùèé êîí÷èê äâèæåíèÿ â ìîìåíò tf ëåæèò â intG(tf , ν).
Òàêèì æå ñâîéñòâîì, åñëè ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå, áóäóò îáëàäàòü äàëü-

íåéøèå òî÷êè. Ïðîäîëæåíèå ñòàíîâèòñÿ áåñïîëåçíûì.
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Ïîäâåäåì èòîã. Äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ∂G(tf , ν) óïðàâëåíèå, âåäóùåå â
íåå, óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ) èç êíèãè [4℄

è óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Ñïåöè�èêà êèíåìàòèêè ìàøèíû Äóáèí-

ñà ïîçâîëÿåò ñóçèòü ñîâîêóïíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé, êîòîðûå

ìîãóò âåñòè íà ãðàíèöó. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, çàëîæåííûå â îïðåäåëå-

íèå êðèâîé B∗
, íàçûâàåì ãðóáûìè, èáî ìîãóò áûòü òî÷êè íà ýòîé êðèâîé,

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò intG(tf , ν) è êîòîðûå íàäî îòêèíóòü. Ýòî òî÷êè ðàñ-
ïîëîæåíû íèæå îñè x. Ñîîòâåòñòâóþùèé �àêò äîêàçàí â [2℄. Îñòàâøååñÿ

ïîäìíîæåñòâî òî÷åê êðèâîé B∗
(ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî

îñè x òî÷åê) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà G(tf , ν).
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû äâà ìíîæåñòâà G(tf , ν) äëÿ tf = 1 è ν = 4.5, 6.0 .

Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû òî÷êè íà êðèâîé B∗
è íà ñèììåòðè÷íîé îòíîñè-

òåëüíî îñè x êðèâîé B∗, êîòîðûå ëåæàò â intG(tf , ν). Ïðè ν = 6.0 ìíîæå-
ñòâî G(tf , ν) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.

-0.5 0.5

-0.5

0.5

-0.5 0.5

-0.5

0.5

�èñ. 1. Äâà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè

3. Äëÿ îïèñàíèÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ) òàêæå èìååò ñìûñë ðàñ-

ñìàòðèâàòü àíàëîã êðèâîé B∗
. Ôîðìóëèðóÿ ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîñòè â

âèäå ÏÌÏ, îïèðàåìñÿ íà ðàáîòó [5℄. Äîêàçûâàåì (ñóæàÿ ñîâîêóïíîñòü

ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé), ÷òî íà ∂G(tf , µ) ìîãóò âåñòè ëèøü íåïðå-

ðûâíûå óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ÏÌÏ, à òàêæå äîïîëíèòåëüíîìó

óñëîâèþ, ÷òî íà (0, tf ) îíè èìåþò íå áîëåå îäíîãî ìîìåíòà ñìåíû çíà-

êà. Êðèâóþ F
(+)

îïðåäåëÿåì êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, â êàæäóþ èç êî-

òîðûõ âåäåò ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) > 0, t∈ [0, tf), ñ êðàåâûì

óñëîâèåì u(tf ) = 0. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè.

Êðèâàÿ F
(−,+)

çàäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êîíöîâ äâèæåíèé, äëÿ êàæäîãî

èç êîòîðûõ íà (0, tf ) åñòü òîëüêî îäèí ìîìåíò ñìåíû çíàêà ýêñòðåìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ ñ u(t) < 0 íà u(t) > 0. Ïðè ýòîì u(tf ) = 0. Îñòàëüíûå
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ñâîéñòâà äâèæåíèé, âåäóùèõ íà F
(+)

è F
(−,+)

, ïîâòîðÿþò òå, ÷òî áû-

ëè çàëîæåíû â îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íûõ êðèâûõ äëÿ ìíîæåñòâà G(tf , ν).
Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü êðèâûå F

(+)
è F

(−,+)
ñîåäèíÿþòñÿ

ãëàäêî. Êðèâàÿ B∗ = F
(+) ∪ F

(−,+)
çàäàåòñÿ [3℄ ïðè ïîìîùè ïàðàìåò-

ðà k ≤ 1, íàçûâàåìîãî ìîäóëåì â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Íà

ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû äâà ìíîæåñòâà G(tf , µ) äëÿ tf = 1 è µ = 20, 25. Ïðè
µ = 25 ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.

-0.5 0.5

-1

-0.5

0.5

1

-0.5 0.5

-1

-0.5

0.5

1

�èñ. 2. Äâà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè

4. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ êðèâîé ãðóáûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëÿ ìíî-

æåñòâà G(tf , µ, ν). Äâèãàÿñü ïî êðèâîé F
(+)

, ïîñòðîåííîé äëÿ ìíîæåñòâà

G(tf , ν), íàõîäèì òî÷êó a
(1)
, ïðè ïåðåõîäå â êîòîðóþ ðàñõîä èíòåãðàëüíî-

ãî ðåñóðñà êâàäðàòà óïðàâëåíèÿ ðàâåí µ. Òàêàÿ òî÷êà íà äóãå

(

a
0(tf ), b

]

ëèáî ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåííà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ðîñòà ðàñõîäà ðå-

ñóðñà, åñëè èäòè îò a
0(tf ) ê b), ëèáî åå íåò. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàñõîä

ðåñóðñà äëÿ òî÷êè b, ðàâíûé ν
2
tf , íå ïðåâûøàåò µ. Òîãäà äëÿ òî÷åê äóãè

F
(−,+)

èíòåãðàëüíûé ðàñõîä óïðàâëåíèÿ òàêæå íå áîëüøå µ. Êàê ñëåä-

ñòâèå, ∂G(tf , µ, ν) = ∂G(tf , ν). Åñëè ν
2
tf > µ, òî íàõîäèì òî÷êó a

(1)
. Äóãà

[

a
0(tf ), a

(1)
]

âêëþ÷àåòñÿ â êðèâóþ B∗
äëÿ ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν).

Äàëåå àíàëèçèðóåì òî÷êè íà êðèâîé B∗
, âçÿòîé äëÿ ìíîæåñòâà G(tf , µ).

Äâèãàÿñü îò a
0(tf ) ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðà k, íàõîäèì ó÷àñòêè, â êàæäóþ

òî÷êó êîòîðûõ âåäåò ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ u(t)≤ ν, t∈ [0, tf ]. Ìî-

äåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèõ ó÷àñòêîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, äèàïàçî-

íîâ ïî k ëèáî ñîâñåì íåò, ëèáî èõ ÷èñëî íå áîëåå äâóõ.

Íà÷èíàÿ ñ òî÷êè a
(1)

è óìåíüøàÿ ïàðàìåòð k ≤ 1, ñòðîèì ýêñòðå-

ìàëüíûå äâèæåíèÿ ïðè êîìáèíèðîâàííîì óïðàâëåíèè äëÿ çíà÷åíèé k, íå

ïîïàäàþùèõ â äèàïàçîíû, î êîòîðûõ ñêàçàíî âûøå. Â ðåçóëüòàòå íàáè-
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ðàåì êðèâóþ B∗
. Âûêèäûâàÿ èç íåå òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé y < 0, ïîëó÷àåì

âåðõíþþ ÷àñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(tf , µ, ν).
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè äâîéíîì îãðàíè÷å-

íèè. Ìíîæåñòâî G(tf , µ, ν) ñëåâà îäíîñâÿçíîå; tf = 1, µ = 22.8, ν = 5.85.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà G(tf , ν) è G(tf , µ) îäíîñâÿçíûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ìíî-

æåñòâî G(tf , µ, ν) ñïðàâà íåîäíîñâÿçíîå; tf = 1, µ = 33, ν = 7. Â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæåñòâà G(tf , ν) è G(tf , µ) îäíîñâÿçíûå.

-0.5 0.5

-1

-0.5

0.5

1

-0.5 0.5

-1

-0.5

0.5

1

�èñ. 3. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ïðè äâîéíîì îãðàíè÷åíèè; ñëåâà îäíî-

ñâÿçíîå, ñïðàâà íåîäíîñâÿçíîå

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â Óðàëüñêîì ìàòåìàòè÷å-

ñêîì öåíòðå ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (íîìåð ñîãëàøåíèÿ 075-02-2025-1549).
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