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Аннотация—Исследуется трёхмерное множество дости-
жимости в момент для управляемого объекта “машина
Дубинса”. Управлением является угловая скорость пово-
рота вектора линейной скорости. Наряду со случаем, когда
по постановке задачи поворот возможен в обе стороны,
рассматриваются случаи одностороннего поворота. Приве-
дены трёхмерные изображения множеств достижимости.
Проанализирована достаточность условий принципа мак-
симума Понтрягина для управлений, ведущих на границу
множества достижимости. Рассматривается возможность
использования множеств достижимости в проблеме на-
блюдения за движением в условиях неточных измерений
геометрического положения.

I. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Множество достижимости – одно из центральных
понятий современной математической теории управ-
ления [1], [2]. Под множеством достижимости G(tf )
“в момент” времени tf понимаем совокупность всех
фазовых состояний, в каждое из которых возможен
перевод системы в момент tf из заданного в момент t0
начального фазового состояния при помощи некото-
рого допустимого управления. Во избежание недора-
зумений подчеркнём отличие рассматриваемого в ста-
тье множества достижимости в момент от множества
достижимости “к моменту”. Последнее представляет
собой объединение множеств достижимости в момент
на интервале [t0, tf ].

Замечательно, что любое допустимое программное
управление, ведущее на границу множества достижи-
мости, удовлетворяет принципу максимума Понтря-
гина [2]. Такое свойство “экстремальности” исполь-
зуется в работе при нахождении множества дости-
жимости. Эффективное описание множеств достижи-
мости, в свою очередь, можно применять в самых
разных задачах оптимального управления, в задачах
наблюдения за движением, в задачах конфликтного
управления.

Среди моделей управляемого движения, наиболее
часто используемых в робототехнике и прикладных
авиационных задачах, очень популярной является
“машина Дубинса” [3]— [12].

В этой модели, описывающей движение точечного
объекта на плоскости, величина линейной скорости
является постоянной, а величина мгновенной угловой
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скорости ограничена снизу и сверху. Последнее равно-
сильно ограничению на мгновенный радиус поворота.

Динамика машины Дубинса описывается системой
дифференциальных уравнений третьего порядка:

ẋ = cosϕ,
ẏ = sinϕ,
ϕ̇ = u, u ∈ [u1, u2].

(1)

Здесь x, y — координаты геометрического положения
объекта, ϕ — угол направления вектора скорости,
отсчитываемый против часовой стрелки от оси x
(Fig. 1), u — скалярное управление. Величина линей-
ной скорости равна 1. Величина u1 является парамет-
ром задачи и удовлетворяет неравенству

−u2 ≤ u1 < u2. (2)

Мы предполагаем, что u2 = 1.

 

 

Рис. 1. Система координат, V = (ẋ, ẏ)T

К представлению (1), (2) с u2 = 1 может быть при-
ведена произвольная управляемая система третьего
порядка, описывающая движение с постоянной по ве-
личине линейной скоростью и заданным диапазоном
угловой скорости поворота. Для этого требуется пе-
ремасштабирование по геометрическим координатам
и по времени.

В качестве допустимых управлений u(·) рассмат-
риваем измеримые функции времени со значения-
ми u(t) ∈ [u1, u2]. Предполагается, что угловая ко-
ордината ϕ принимает свои значения в интерва-
ле (−∞,∞).

При изучении множества достижимости G(tf ) в
момент tf для одноточечного начального фазового
состояния, не теряя общности, считаем его нулевым
в начальный момент времени t0 = 0: x0 = 0, y0 = 0,
ϕ0 = 0 .

Будем различать следующие случаи:
a) u1 = −1, u2 = 1; b) −1 < u1 < 0, u2 = 1;
c) u1 = 0, u2 = 1; d) 0 < u1 < u2 = 1.



В работе [13] для случая a) описано множество
достижимости в проекции на плоскость x, y. Некото-
рые вопросы, связанные с изучением и построением
трёхмерных множеств достижимости в момент для
случаев a)—d), рассматривались в предыдущих ста-
тьях [14]— [18].

Исследование множеств достижимости к моменту
связано с задачами быстродействия. Для случаев
a) и b) построение таких множеств изучалось в ра-
ботах [4], [19]. Имеются статьи (см., например, [20]),
в которых при помощи численных методов, разра-
батываемых для уравнений типа Гамильтона –Якоби,
получены изображения трёхмерных множеств дости-
жимости к моменту.

Новым результатом данной работы является анализ
свойства выпуклости сечений по угловой координа-
те (ϕ-сечений) трёхмерного множества достижимости
G(tf ). Такое свойство является специфическим для
случаев c) и d) и отсутствует для случаев a) и b).
Свойство выпуклости ϕ-сечений связано с достаточ-
ностью условий принципа максимума Понтрягина для
управлений, ведущих на границу множества достижи-
мости G(tf ). Соответствующие факты также сформу-
лированы в данной работе.

В качестве естественного применения множеств до-
стижимости в работе рассматривается построение ин-
формационных множеств [21] в задаче наблюдения за
движением.

Пусть с некоторым шагом по времени поступают
измерения текущего положения наблюдаемого объек-
та на плоскости x, y. Известно ограничение на уро-
вень ошибок измерений. Третья координата — угол
текущего направления движения является ненаблю-
даемой.

Под информационным множеством I(t) для момен-
та t понимаем совокупность всех трёхмерных фазо-
вых состояний системы (1), совместных с замерами,
полученными к моменту t. Точное построение инфор-
мационных множеств вряд ли возможно. Но, разумно
применяя процедуру овыпукления, можно построить
удовлетворительную оценку сверху в виде множеств
I(ti) ⊃ I(ti) с выпуклыми сечениями по угловой
координате ϕ.

Рекуррентная процедура построения множеств
I(ti+1) при дискретных измерениях состоит в сле-
дующем. Пусть для момента ti известно множество
I(ti). Строим на момент ti+1 трёхмерное множество
прогноза G(ti+1, Iti) фазовых состояний системы (1)
при заданном множестве I(ti) в момент ti. На основе
пришедшего в момент ti+1 замера находим множе-
ство неопределённости H(ti+1) фазовых состояний,
совместных с этим замером. Множество I(ti+1) опре-
деляется как пересечение G(ti+1, Iti)

⋂
H(ti+1).

Описанная процедура построения информацион-
ных множеств реализует классическую схему “пред-
сказания – коррекции” в теории наблюдения при дис-
кретном поступлении замеров.

Практическое построение оценочных информаци-
онных множеств для системы (1) опирается на их
численное представление в виде наборов сечений по
угловой координате. Для реализации пересчёта таких
множеств на текущий момент измерения требуется
чёткое представление о структуре соответствующих
трёхмерных множеств достижимости для точечного
начального положения.

Статья организована следующим образом. Во вто-
ром разделе описываются типы движений, ведущих
на границу множества достижимости. Третий раздел
посвящен описанию границы множеств достижимо-
сти, включая описание сечений по угловой координа-
те. В четвёртом разделе предложен способ построения
аппроксимации сверху информационных множеств,
опирающийся на простые операции с выпуклыми мно-
жествами на плоскости. Приведён пример численного
построения множества прогноза.

II. УПРАВЛЕНИЯ, ВЕДУЩИЕ НА ГРАНИЦУ
МНОЖЕСТВА ДОСТИЖИМОСТИ

Воспользуемся тем, что управления, которые при-
водят систему на границу множества достижимости
G(tf ) в момент tf , удовлетворяют принципу макси-
мума Понтрягина (ПМП).

Пусть u∗(·) — некоторое допустимое управление
и (x∗(·), y∗(·), ϕ∗(·)) — вызываемое им движение си-
стемы (1) на промежутке [t0, tf ]. Дифференциальные
уравнения для сопряженной системы имеют [4], [14],
[19] вид

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = 0, (3)
ψ̇3 = ψ1 sinϕ

∗(t)− ψ2 cosϕ
∗(t).

ПМП означает, что существует ненулевое решение
(ψ∗1(·), ψ∗2(·), ψ∗3(·)) системы (3), для которого почти
всюду (п.в.) на промежутке [t0, tf ] выполнено условие

ψ∗1(t) cosϕ
∗(t) + ψ∗2(t) sinϕ

∗(t) + ψ∗3(t)u
∗(t) =

= max
u∈[u1,u2]

[ψ∗1(t) cosϕ
∗(t) + ψ∗2(t) sinϕ

∗(t) + ψ∗3(t)u]

или, что то же самое,

ψ∗3(t)u
∗(t) = max

u∈[u1,u2]
ψ∗3(t)u п.в. t ∈ [t0, tf ]. (4)

Функции ψ∗1(·) и ψ∗2(·) являются постоянными вели-
чинами. Обозначим их через ψ∗1 и ψ∗2 .

Если ψ∗1 = 0 и ψ∗2 = 0, то ψ∗3(t) = const 6= 0 на всем
промежутке [t0, tf ]. В этом случае имеем п.в. u∗(t) =
u1 или п.в. u∗(t) = u2.

Пусть, по крайней мере, одно из чисел ψ∗1 , ψ∗2 не
равно нулю. Опираясь на уравнения динамики (1)
и на уравнения сопряженной системы (3), можем
записать выражение для ψ∗3(t):

ψ∗3(t) = ψ∗1y
∗(t)− ψ∗2x∗(t) + C.



Отсюда следует, что ψ∗3(t) = 0 тогда и только тогда,
когда точка (x∗(t), y∗(t))T геометрического положе-
ния в момент t удовлетворяет уравнению прямой

ψ∗1y − ψ∗2x+ C = 0. (5)

Имеем ψ∗3(t) > 0 в полуплоскости ψ∗1y−ψ∗2x+C > 0
и ψ∗3(t) < 0 в полуплоскости ψ∗1y − ψ∗2x+ C < 0.

Поскольку смена знака функции ψ∗3(·) влечет пере-
ключение управляющего воздействия с одного край-
него значения на другое, то прямую (5) часто назы-
вают прямой переключения.

В силу соотношения (4), если ψ∗3(t) > 0 на неко-
тором промежутке, то u∗(t) = u2 п.в. на этом про-
межутке. Соответствующее движение в проекции на
плоскость x, y идет по дуге окружности радиусом 1/u2
против часовой стрелки. Если ψ∗3(t) < 0, то u∗(t) = u1.
Движение идет по дуге окружности радиусом 1/|u1|
по часовой стрелке при u1 < 0, против часовой стрел-
ки в случае u1 > 0 и представляет собой движение по
прямой, если u1 = 0.

Если ψ∗3(t) = 0 на некотором промежутке, то движе-
ние (x∗(·), y∗(·)) на этом промежутке идет по прямой
переключения (5). При этом п.в. u∗(t) = 0. Такой
случай невозможен при u1 > 0.

Типичные варианты движений на плоскости x, y
с соответствующими прямыми переключения для
u1∈(−1, 1) приведены в работе [17].

В целом, для системы (1) любое движение, удо-
влетворяющее ПМП, в проекции на плоскость x, y
формируется из участков движения по дугам окруж-
ностей и прямолинейных участков. На каждом из
них управление можно считать постоянным. Поэто-
му при анализе управлений, удовлетворяющих ПМП,
можем ограничиться кусочно-постоянными управле-
ниями (предполагаем непрерывность справа в точках
разрыва). Имеет место конечность числа переключе-
ний на промежутке [t0, tf ].

Для случаев a), b) постановки задачи ранее было
доказано следующее утверждение.

Т е о р е м а 1 [14], [17]. В каждую точку границы
множества достижимости системы (1) можно перейти
при помощи кусочно-постоянного управления с не
более чем двумя переключениями. При этом в слу-
чае двух переключений можно ограничиться шестью
вариантами последовательности управлений:

1) u2, 0, u2; 2) u1, u2, u1; 3) u2, u1, u2;
4) u1, 0, u1; 5) u1, 0, u2; 6) u2, 0, u1.

(6)

Отметим, что варианты (6) совпадают с теми вари-
антами оптимальных управлений, что указаны для
задачи оптимального быстродействия в статье [3].
Каждый из промежутков, на котором действует по-
стоянное управление, может вырождаться.

Т е о р е м а 2 [16], [17]. Пусть u1 = 0. Тогда
в любую точку границы множества достижимости

системы (1) можно попасть при помощи кусочно-
постоянного управления u∗(·), принимающего значе-
ния u1 = 0 и u2 = 1 с не более чем двумя переключе-
ниями. Здесь возможны два варианта последователь-
ности управлений:

1) 1, 0, 1; 2) 0, 1, 0.

Пусть u1 > 0. Тогда с увеличением tf растет также
и возможное число переключений управления (однако
их число при заданном tf конечно) Исследование
данного случая представлено в работе [18].

В итоге, для всех четырёх вариантов значений
u1 имеются описания программных управлений u(·),
ведущих на границу множества достижимости. Эти
описания имеют конструктивный характер и позволя-
ют сформировать границу множества достижимости
в трёхмерном пространстве в виде конечного набо-
ра кусков гладких поверхностей. Соответствующие
участки границы представляются в виде двухпара-
метрических семейств точек [14]. В целом граница
трёхмерного множества достижимости гладкой не яв-
ляется. Однако отдельные её участки, образуемые
однотипными управлениями, являются гладкими. В
некоторых случаях (но не всегда) сопряжение таких
участков также является гладким.

Изображения множеств достижимости на момент
tf = 3π для трёх значений u1 = −0.25, 0.0, 0.25 пока-
заны на рис. 2. Нумерация цветов участков границы
соответствует перечню управлений (6). Нижняя точка
всех трёх множеств одна и та же и соответствует
движению с постоянным управлением u(t)≡u2 = 1.
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Рис. 2. Множества достижимости для tf = 3π при разных
значениях u1 и при одном и том же значении u2 = 1



III. СЕЧЕНИЯ МНОЖЕСТВА
ДОСТИЖИМОСТИ ПО УГЛОВОЙ КООРДИНАТЕ

Опишем сечения по угловой координате (ϕ-сечения)
множества достижимости G(tf ) для различных слу-
чаев.

∗ Пусть 0 < u1 < u2 = 1 (случай d). В этом
случае количество переключений управлений, веду-
щих на границу, растёт с увеличением момента tf .
Но при этом ϕ-сечения являются строго выпуклыми.
Свойство выпуклости ϕ-сечений первоначально было
замечено в процессе моделирования [17], а потом дока-
зано теоретически [18]. Также было установлено, что
граница любого ϕ-сечения составляется из четырёх
типов дуг SB, BB, SS, BS, для каждой из которых
имеется аналитическое описание. Возможные вариан-
ты их стыковки схематично показаны на рис. 3.

BB 
SS 

BS SB 

SS 
BB 

φ-section 
coloring 

Рис. 3. Возможные варианты структуры сечений множества
достижимости при u1∈(0, 1), u2 = 1

Дуга типа SB образуется при помощи кусочно-
постоянных управлений со значением u2 на первом
участке и со значением u1 на последнем. Для дуги
типа BB управление на первом и последнем участках
принимает значение u1. Аналогично, меняя местами
u1 и u2, определяются дуги BS, SS.

Число переключений управлений, ведущих на одну
и ту же дугу, зависит от момента tf и выбранного ϕ.
При зафиксированных tf и ϕ количество переключе-
ний для дуг BS и SB одинаково. Для дуг BB и SS оно
либо такое же, либо отличается на одно переключе-
ние.

При выбранном направлении обхода границы (по
или против часовой стрелки) возможны 4 варианта
следования дуг:

SB, BB, BS, SS; SB, BB, BS, BB;
SB, SS, BS, SS; SB, SS, BS, BB.

В зависимости от tf и ϕ некоторые дуги могут
вырождаться. При этом дуги BS и SB вырождаются
одновременно. В работе [18] установлено, что всего
может быть 11 типов ϕ-сечений.

На рис. 4 показаны примеры множеств достижимо-
сти G(tf ) при u1 = 0.5, u2 = 1 для трёх моментов

tf = 6π, 10π, 20π. Цвета участков границы соответ-
ствуют рис. 3. Один и тот же цвет может встречаться
несколько раз, поскольку меняется количество пере-
ключений при изменении ϕ.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

π20=ft
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Рис. 4. Множества достижимости для одностороннего случая
при u1 = +0.5, u2 = 1

∗∗ Пусть u1 = 0, u2 = 1 (случай c). Этот слу-
чай является самым простым. Здесь любое ϕ-сечение
представляет собой [16], [17] либо круг (когда ϕ≥2π
независимо от tf ), либо круговой сектор, если ϕ < 2π.
Таким образом, в данном случае ϕ-сечения являются
выпуклыми.

∗∗∗ Пусть u1 = −1 или −1 < u1 < 0; u2 = 1 (случаи
a и b). Здесь граница ϕ-сечений образуется при по-
мощи шести типов управлений, указанных во втором
разделе. В рассматриваемых случаях ϕ-сечения могут
быть невыпуклыми и даже неодносвязными. На рис. 5
показаны примеры сечений для u1 = −1, tf = 3.564.
При ϕ = 0.3 сечение не является односвязным, а при
ϕ = 0 и ϕ = 0.15 сечения односвязные. Раскраска
границы соответствует рис. 2.

Выполнение ПМП является необходимым для
управлений, ведущих на границу множества дости-
жимости. Вообще говоря, для машины Дубинса это
условие не является достаточным. Установлено, что в
каждом из случаев a) и b) существует программное
кусочно-постоянное управление, для которого ПМП
выполнен, но соответствующее движение в момент
tf находится внутри множества G(tf ), т.е. внутри
некоторого его ϕ-сечения. Для случаев c) и d) до-
казано, что ПМП является достаточным условием
перевода на границу. Бросается в глаза, что это
связано с выпуклостью ϕ-сечений. Для случая d)
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Рис. 5. Двумерные ϕ-сечения множества достижимости при
u1 = −1, u2 = 1, tf = 3.564

ϕ-сечения являются строго выпуклыми. Установле-
но, что в этом случае кусочно-постоянное программ-
ное управление, удовлетворяющее ПМП, определяет
единственное движение, ведущее в соответствующую
точку на границе множества G(tf ). Связь между
ПМП и свойством выпуклости ϕ-сечений отражена на
рис. 6.

Выпуклость, а тем более строгую выпуклость
ϕ-сечений, можно использовать при анализе доста-
точности ПМП в различных задачах оптимизации,
в которых движение объекта описывается систе-
мой (1), (2) с ограничениями вида c) или d) на управ-
ление u. К таким задачам относится, например, за-
дача быстродействия, в которой цель управления —
перевод системы на выпуклое замкнутое множество
в плоскости геометрических координат. При этом в
момент перевода угол ϕ должен принимать заданное
значение.

 

 
 

Рис. 6. Принцип максимума Понтрягина и свойство выпукло-
сти ϕ-сечений множества достижимости

IV. ПРИМЕНЕНИЕ ДЛЯ ЗАДАЧИ
НАБЛЮДЕНИЯ

В разделах II и III начальное множество было взято
в виде точки в трёхмерном пространстве. При реше-
нии задачи наблюдения необходимо решать задачу
о построении множества достижимости при произ-
вольном начальном множестве. По аналогии с [22]
будем использовать аппроксимацию множеств дости-
жимости при помощи совокупности выпуклых плос-
ких ϕ-сечений. Сечение множества достижимости G



по ϕ будем обозначать Gϕ. Совокупность непустых
ϕ-сечений множества G(t) обозначим через {Gϕ(t)}.
Аналогичные обозначения будем использовать для
сечений оценочных информационных множеств. На-
пример, Iϕ(t) — это сечение множества I(t) по коор-
динате ϕ. Овыпукление множества A в плоскости x, y
обозначим conv(A).

Пусть в момент ti задано некоторое оценочное ин-
формационное множество I(ti). Предполагаем, что
оно имеет выпуклые ϕ-сечения. Опишем построение
оценки сверху G(ti+1, I(ti)) множества достижимо-
сти G(ti+1, I(ti)) для момента ti+1 > ti. Множество
G(ti+1, I(ti)) назовём множеством прогноза.

Учитывая материал предыдущего раздела, счи-
таем, что мы располагаем описанием совокупности
{Gϕ(tf )} всех непустых ϕ-сечений Gϕ(tf ) множества
достижимости при точечном (x0 = 0, y0 = 0, ϕ0 = 0)
начальном фазовом состоянии. Для начальной точки
x(t0) = 0, y(t0) = 0 и ϕ(t0) = ϕ0 обозначим че-
рез Gϕ(tf , ϕ0) соответствующее ϕ-сечение множества
достижимости на момент tf . Множество Gϕ(tf , ϕ0)
представляет собой повернутое на угол ϕ0 относитель-
но начала координат множество Gϕ(tf ).

Возьмем в качестве начального момента момент
ti, а в качестве момента tf момент ti+1. Рассмотрим
положения системы на плоскости x, y в момент ti в
виде сечения Iϕ∗(ti) множества I(ti) при некотором
ϕ∗. Тогда для любого ϕ такого, что Gϕ(ti+1, ϕ∗) 6= ∅,
совокупность возможных положений на момент ti+1

записывается в виде алгебраической суммы (сумма
Минковского)

Iϕ∗(ti) +Gϕ(ti+1, ϕ∗).

Такое представление справедливо в силу отсутствия
x, y в правой части системы (1). Далее возьмём объ-
единение по совокупности {ϕ∗(ti)} значений ϕ∗, для
которых Iϕ∗(ti) 6= ∅, Gϕ(ti+1, ϕ∗) 6= ∅, с последую-
щим овыпуклением:

Gϕ(ti+1, I(ti))= conv
⋃

ϕ∗∈{ϕ∗(ti)}

[Iϕ∗(ti) +Gϕ(ti+1, ϕ∗)] .

Заданное таким образом через свои ϕ-сечения мно-
жество прогноза Gϕ(ti+1, I(ti)) даёт аппроксимацию
сверху совокупности фазовых состояний системы на
момент ti+1, совместных с динамикой системы (1) и
заданным множеством I(ti). Сечения оценочного ин-
формационного множества I(ti+1) получаем путём пе-
ресечения ϕ-сечений множества Gϕ(ti+1, I(ti)) c мно-
жеством неопределённостиH(ti+1) очередного замера
на плоскости x, y:

Iϕ(ti+1) = Gϕ(ti+1, I(ti))
⋂
H(ti+1).

В момент t0 считаем известным выпуклое множе-
ство неопределённости H(t0) на плоскости x, y. Из
разумных соображений задаём ограничение {ϕ(t0)}
на координату ϕ. Полагаем I(t0) = H(t0)×{ϕ(t0)}.

В предположении о выпуклости множеств H(ti+1)
получаем выпуклые сечения множества I(ti+1).

При практическом решении задачи наблюдения ра-
ботаем с некоторой зафиксированной сеткой по коор-
динате ϕ. Процесс овыпукления также проводим на
заданной сетке направлений на плоскости x, y.

На рис. 7 показано в трёх ракурсах множество про-
гноза G(t1, I(t0)) просчитанное для случая a), когда
u1 = −1. Начальное множество I(t0) было взято
только с одним ϕ-сечением в форме квадрата H(t0) со
сторонами, параллельными осям x, y и равными 2/3.
Момент прогноза t1 равен π. Некоторая совокупность
ϕ-сечений Gϕ(t1, I(t0)) множества G(t1, I(t0)) выделе-
на чёрными линиями.
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y
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Рис. 7. Пример множества прогноза (в трёх ракурсах)

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В математической модели управляемого движения,
называемой машина Дубинса, две координаты имеют
смысл геометрического положения точечного объекта
на плоскости, а третья координата интерпретируется
как угол ϕ направления вектора линейной скорости.
Управление — угловая скорость изменения угла ϕ.
В работе проанализирован характер ϕ-сечений трёх-
мерного множества достижимости в момент для ма-
шины Дубинса. Выделены случаи, когда ϕ-сечения
являются выпуклыми. Представлены компьютерные
изображения множеств достижимости в момент. В
дальнейшем планируется разработать алгоритм по-
строения информационных множеств в задаче наблю-
дения за движением машины Дубинса при неточных
измерениях геометрического положения.
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