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при любых допустимых управлениях µ : [t0, T ] → P , ν : [t0, T ] → Q
решение системы (1) удовлетворяет оценке

ρ2(x(t), y(t)) ≤ ρ2(x0, y0)
(
1 + (t− t0)CG

)
+ (t− t0)φ(t− t0). (2)

В дальнейшем планируется перенести полученный результат на
случай бесконечномерных римановых многообразий.
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Об одном свойстве углов
фокальных радиусов эллипса

Г.И. Трубников1

e-mail: jora_it@mail.ru

В плоскости x, y рассмотрим эллипс с большой полуосью a,
фокальным расстоянием c и фокусами F1, F2 (рис. 1). Фокус F1

находится в начале координат, фокус F2 ̸= F1 лежит в точке
(2c, 0). Возьмем на эллипсе произвольную точку M с неполо-
жительной координатой по оси y. Точке M поставим в соответ-
ствие два угла β1 = ∠F2F1M и β2 = π − ∠F1MF2. Условимся,
что β1 ≤ 0, β2 > 0. Положение точки M задается однозначно

1Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,
Екатеринбург, Россия
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расстоянием от нее до фокуса F1, иными словами, через дли-
ну r1 фокального радиуса F1M . Тогда величины углов становят-
ся функциями β1 = β1(r1), β2 = β2(r1) от значения r1. Поло-
жим β = β2 − β1. Оказывается, что для непрерывной функции
r1 → β(r1) = β2(r1) − β1(r1) можно указать промежутки моно-
тонности на всей области значений r1 ∈ [a− c, a+ c].

Рис. 1: Эллипс, M − произвольная точка на нижней границе

Утверждение 1. Если значения a и c таковы, что 4a/3 ≥ a+c,
то функция β(r1) строго убывает на всей области определения
[a− c, a+ c]. Если 4a/3 < a+ c, то функция β(r1) строго убывает
на [a− c, 4a/3] и строго возрастает на [4a/3, a+ c].

Схема доказательства. Рассмотрим ломаную F1MF2, соединяю-
щую фокусы F1, F2 и произвольную точку M на нижней дуге эл-
липса (рис. 1). Фокальные радиусы F1M = r1 и F2M = r2 связаны
равенством r1+r2 = 2a. Координаты фокуса F2 с учетом введенных
обозначений имеют вид

2c = r1 cosβ1 + r2 cos (β2 + β1),

0 = r1 sinβ1 + r2 sin (β2 + β1).
(1)

Запишем сумму квадратов левых и правых частей (1):

4c2 = r21 + r22 + 2r1r2 cos (β2 + β1 − β1).
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Отсюда выразим cosβ2:

cosβ2 =
4c2 − r21 − r22

2r1r2
. (2)

Используя выражение (2), перепишем формулы (1), заменив в
них β1 на разность β2−β и сгруппировав слагаемые при cosβ, sinβ.
Получаем равенства

2c = s1(r1) cosβ + s2(r1) sinβ,

0 = s2(r1) cosβ − s1(r1) sinβ,
(3)

где

s1(r1) =
4c2 − r21 − 3r22

2r2
+

(
4c2 − r21 − r22

)2
2r21r2

,

s2(r1) =
4c2 − r22

r1

√
1−

(
4c2 − r21 − r22

2r1r2

)2

.

(4)

Здесь мы подразумеваем, что r2 = 2a − r1. Поэтому s1 и s2 есть
функции одного аргумента r1.

Непосредственным вычислением проверяется тождество

s21(r1) + s22(r1) = 4c2.

Это позволяет ввести величину σ(r1) так, чтобы для нее выполня-
лись соотношения

s1(r1) = 2c cosσ(r1), s2(r1) = 2c sinσ(r1). (5)

Подставив (5) в (3), установим связь между величинами β(r1) и
σ(r1):

β(r1)− σ(r1) = 2πk, k − некоторое целое число.

Функции s1(r1) и s2(r1), введенные формулами (4), могут быть
подробно исследованы. На основе свойств этих функций получа-
ем, что если для эллипса выполнено неравенство 4a/3 ≥ a + c, то
величина σ(r1), как функция от r1, монотонно убывает на всем про-
межутке [a−c, a+c]. Если 4a/3 < a+c, то σ(r1) монотонно убывает
на [a−c, 4a/3] и монотонно возрастает на [4a/3, a+c]. В этом случае
значение 4a/3 является точкой минимума функции r1 → σ(r1).
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Так как значение β(r1) отличается от σ(r1) лишь на некоторую
постоянную величину, делаем вывод, что промежутки и характер
монотонности у этих двух функций полностью совпадают. На этом
завершается доказательство. □

Утверждение 1 можно считать специальным свойством эллипса.
Найти такое свойство или эквивалентное ему в литературе
(см., например, [1, 2]), посвященной близким геометрическим кон-
струкциям, не удалось. Скорее всего, выбор углов и рассматрива-
емой их суммы слишком специфичен, чтобы такое свойство бы-
ло изучено само по себе. Тем не менее, оно оказывается полезным
при решении задачи построения множества достижимости машины
Дубинса при импульсном ограничении на управление.

Применение к задаче импульсного управления
В работе [3] настоящего сборника рассматривается задача о по-

строении множества достижимости машины Дубинса при импульс-
ном ограничении на управление. Показано, что на границу мно-
жества достижимости приводят движения в форме ломаных с не
более чем двумя звеньями. Возникает вопрос о свойствах ломаных,
имеющих минимальный расход импульсного (углового) ресурса. В
частности, требуется определить среди всех двухзвенных ломаных с
одинаковой суммарной длиной звеньев и фиксированными началь-
ной и конечной точками движение с минимальным расходом им-
пульсного ресурса. Таким образом, потребовалось изучение углов,
определяемых фокальными радиусами эллипса. Используемые уг-
лы поясняются на рис. 2. Фокус F1 совпадает с начальной точкой
двухзвенной ломаной, фокус F2 — ее конечная точка.

Изучение вопроса об участке границы множества достижимо-
сти, порождаемого двухзвенными ломаными, сведено в [3] к ситу-
ации, когда точка F2, задаваемая координатами (xp, yp), удовле-
творяет условию yp ≥ 0. При этом угол δ ≥ 0 однозначно опре-
деляется координатами точки F2. Дополнительно предполагается,
что для угла α1 выполнено неравенство α1 ≤ 0. Рассматриваем
двухзвенные ломаные с точками излома M не выше оси x. Каждая
ломаная имеет длину tf и характеризуется углами α1, α2. Такие
ломаные можно интерпретировать как движения машины Дубинса
с импульсным управлением (см. [3]). Число tf есть время движе-
ния при постоянном значении линейной скорости равной 1, а ве-
личина α = α2 − α1 является расходом импульсного ресурса. При
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Рис. 2: Применение утверждения к точкам множества достижимо-
сти машины Дубинса с импульсным управлением

построении множества достижимости с импульсным управлением
требуется найти двухзвенную ломаную, обеспечивающую минимум
расхода α.

Для поиска ломаной с наименьшим расходом можно приме-
нить доказанное выше утверждение. Эллипс будет иметь фоку-
сы F1 и F2, большая полуось a = tf/2, фокальное расстояние
2c =

√
x2p + y2p. Углы на рис. 1 и рис. 2 связаны равенствами

α2 = β2, α1 = β1+δ. Это означает, что α = β−δ. Так как угол δ за-
фиксирован при заданной точке F2, то промежутки монотонности
и, как следствие, точки минимума функций α(r1), β(r1) совпадают.
Таким образом, всегда можно указать движение с минимальным
расходом импульсного ресурса для выбранной точки F2. На основе
этого факта в работе [3] дается параметрическое описание участка
границы множества достижимости, который образован движения-
ми в виде двухзвенных ломаных.

А именно, если выполнено первое условие утверждения, т. е.√
x2p + y2p ≤ tf/3, то минимум по α достигается при α1 = 0 и со-

ответствует движению без начального импульса. Если выполнено
противоположное неравенство, то минимум по α достигается
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либо также при α1 = 0, либо на движении с некоторым α1 < 0 и
r1 = 2r2 = 2tf/3. Следовательно, получаем два вида качественно
различных двухзвенных ломаных линий, которые могут вести на
границу множества достижимости машины Дубинса при импульс-
ном ограничении на управление.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском мате-
матическом центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации
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Двухуровневая оптимизационная модель
роста при известных относительных

ценах на факторы производства
А.А. Усова1, А.М. Тарасьев1
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1. Постановка задачи
В работе рассматривается динамическая модель роста с дву-

мя производственными факторами: капиталом x1 и рабочей силой
x2, цены на которые определены экзогенным образом функциями
p1(t) и p2(t). От этих факторов степенным образом зависит объем
выпуска y, y = axα1

1 xα2
2 , где a — общий фактор производительно-

сти, учитывающий влияние на объемы производства y неучтенных
1Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,

Екатеринбург, Россия
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